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INTRODUCCIÓN 


En una ocasión, a principios de curso, oí casualmente una conver- 
sación de dos niñas. La mayor de ellas había pasado al sexto grado 
y la menor, al quinto. Las niñas hablaban de sus impresiones sobre las 
lecciones, los maestros, las amigas y las asignaturas nuevas. À la alum- 
na de sexto grado le sorprendian mucho las lecciones de geometria: 
"Figúrate — decía —, llega la maestra y dibuja en la pizarra dos trián- 
gulos iguales y después, durante toda la clase, se dedica a demostrar- 
nos que, efectivamente, son iguales. Yo no comprendo. ¿Para qué ha- 
ce falta esto?” —“¿Y cómo vas a responder si te preguntan esa 
lección?"— le preguntó la más pequefia. "La estudiaré por el libro... 
pero es tan dificil recordar donde hay que poner cada letra...” 

Ese mismo día por la tarde oí cómo esta muchacha, sentada junto 
a la ventana, estudiaba la geometría: "Para demostrarlo superpone- 
mos el triángulo A'B'C' al triángulo ABC... superponemos el triángulo 
A'B'C al triángulo ABC...” repetía varias veces. Siento no haber sabi- 
do qué calificaciones obtendría esta niña en geometría, pero pienso 
que esta asignatura debía serle bastante dificil. 

Varios días después vino a verme mi vecino Tolia, que también es- 
tudia en el sexto grado, para quejarse de la geometría. En clase les ha- 
bían explicado, y después les señalaron como tarea para casa, estudiar 
el teorema acerca de que en el triángulo, todo ángulo externo es mayor 
que cualquier interno que no sea adyacente suyo. Tolia me enseñó 
el dibujo del libro de geometría de Kiseliov (fig. 1) y me preguntó: 
* ¿Para qué hay que hacer una demostración tan larga y dificil, cuando 
en este dibujo se ve claramente que el ángulo exterior del triángulo es 
obtuso y que los ángulos internos no adyacentes a él son agudos? Sa- 
biendo que el ángulo obtuso es siempre mayor que el agudo —me ase- 
guraba Tolia—, esto está tan claro que no necesita demostración.” 
Y tuve que explicarle que esta proposición no es totalmente evidente 
y que es muy razonable exigir la demostración del teorema acerca del 
ángulo externo del triángulo. 

Por fin, recientemente un alumno de octavo grado me ensenó su 
trabajo de control, por el que “injustamente,” según él, le habian reba- 
jado la nota. En el problema propuesto se daba un trapecio isósceles, 
cuyas bases tenian respectivamente 9 y 25 cm, los lados no paralelos, 
17 cm, y se pedia hallar la altura del trapecio. Para resolver este pro- 
blema, en el trapecio había inscrito una circunferencia e indicaba que, 
basándose en el teorema sobre el cuadrilátero circunscrito (según el 
cual las sumas de los lados opuestos del cuadrilátero circunscrito son 
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iguales), en dicho trapecio podia inscribirse una circunferencia (puesto 
que 9 + 25 — 17 + 17). Después la altura la determinaba como el diá- 
metro de la circunferencia inscrita en el trapecio isósceles, el cual era 
igual a la media proporcional entre las bases del mismo (este teorema 
habia sido demostrado por los alumnos en uno de los problemas re- 
sueltos antes). 


A с 


FIG. 1 
——————————— A 


La resolución parecía muy sencilla y convincente, pero el profesor 
subrayó que la referencia al teorema sobre el cuadrilátero circunscrito 
no era correcta. El alumno de octavo grado no podía comprender es- 
to. “¿No es verdad, acaso, que en el cuadrilátero circunscrito las su- 
mas de los lados opuestos son iguales entre si? Pues en nuestro trape- 


cio la suma de las bases es igual a la suma de los lados no paralelos, - 


por lo tanto, en este trapecio puede inscribirse una circunferencia. 
¿Dónde está entonces el error?”—me preguntaba. 

Hechos como estos que acabo de mencionar pueden citarse mu- 
chos. Los escolares no suelen comprender para qué hace falta demos- 
trar una verdad que sin demostración pareece suficientemente clara, 
además de que las demostraciones parecen a veces demasiado compli- 
cadas y voluminosas. Y se dan casos en que una demostración aparen- 
temente clara y convincente resulta ser incorrecta si se examina 
detenidamente. 

El objeto de este librito es ayudar a los alumnos a comprender las 
cuestiones siguientes: 

1) ¿Qué es una demostración? 

2) ¿Para qué hace falta la demostración? 
3) ¿Cómo debe ser la demostración? 
4) ¿Qué puede admitirse en geometría sin demostración? 


X 81. ¿QUÉ ES UNA DEMOSTRACIÓN? 


1. Así, pues, nos preguntamos, ¿qué es una demostración? Figúre- 
se que quiere convencer a su interlocutor de que la Tierra tiene la for- 
ma de una esfera. Le hablará de cómo el horizonte se ensancha a medi- 
da que el observador se eleva sobre la superficie de la tierra, de los 
viajes alrededor del mundo, de que la sombra que proyecta la Tierra 
sobre la Luna durante los eclipses de esta última es redonda, etc. 

Cada uno de estos testimonios con ayuda de los cuales puede con- 
vencer a su interlocutor, se llama argumento de la demostración, y el 
conjunto de todos los argumentos, argumentación. ¿En que se tunda la 
fuerza o persuación de un argumento? Consideremos, por ejemplo, el 
último de los argumentos antes citados. En él se afirma que la Tierra 
debe ser redonda, puesto que su sombra es redonda. Esta afirmación 
se funda en que todo el mundo sabe por experiencia propia que todo 
cuerpo esférico da una sombra redonda, y viceversa, la forma redonda 
de la sombra, para posiciones diversas de los cuerpos, se obtiene de 
cuerpos cuya forma es esférica. Por consiguiente, en este caso nos 
apoyamos ante todo еп Los HECHOS, en nuestra experiencia directa de la 
vida, que evidencia las propiedades de los cuerpos del mundo que nos 
rodea. Después recurrimos a LA DEDUCCIÓN, que en el caso dado se 
hace, aproximadamente, en el siguiente orden. 

“Todos los cuerpos que en diversas posiciones proyectan una som- 
bra redonda, tienen forma de esfera”, “La Tierra, durante los eclipses 
de Luna, aunque ocupa posiciones distintas con respecto a ésta, siem- 
pre proyecta sobre ella una sombra redonda”. Deducción : “Por consi- 
guiente, la Tierra tiene forma de esfera”. 

Veamos un ejemplo de física. En los años sesenta del siglo pasado, 
el físico inglés Maxwell estableció que las oscilaciones electromagnéti- 
cas se propagan en el espacio con la misma velocidad con que se pro- 
paga la luz. Esta circunstancia le indujo a hacer la proposición (hipó- 
tesis) de que la luz también tiene carácter de oscilaciones 
magnéticas. Para demostrar que esta proposición era justa ha- 
bia que establecer que la semejanza de las ondas luminosas y elecro- 
magnéticas no se limitaba únicamente a la igualdad de sus velocidades 
de propagación, había que aportar argumentos suficientemente sólidos 
que demostraran que la naturaleza de ambos fenómenos es la misma. 
Estos argumentos fueron los resultados de los experimentos en los 
cuales se puso de manifiesto la indudable influencia de los campos 
magnético y eléctrico en el carácter de la radiación de la luz por focos 
diversos. Se descubrió también una serie de otros hechos que demos- 
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traron con toda evidencia que las oscilaciones luminosas y las electro- 
magnéticas tienen una misma naturaleza. 

Pondremos otro ejemplo de aritmética. Tomemos varios números 
impares cualesquiera, elevemos cada uno de ellos al cuadrado y a cada 
uno de los cuadrados obtenidos restémosle una unidad. Por ejemplo: 


72-1=48; 11?—-1=120; 5?—1224; 
92—1=80; 152-1-224 


y asi sucesivamente. Examinando los números obtenidos vemos que 
tienen una propiedad común: cada uno de ellos es divisible por 8. Ha- 
ciendo varias pruebas más con otros números impares y llegando al 
mismo resultado, expresamos la siguiente hipótesis: “El cuadrado de 


cualquier número impar, disminuido en una unidad, da un número 
múltiplo de 8”, 

Como ahora nos referimos a cuALQuiER número impar, para hacer 
la demostración tenemos que aportar argumentos válidos para CUAL- 
QUIER nümero impar. Teniendo esto en cuenta, recordamos que todo 
número impar tiene la forma 2n — 1, donde n es un número natural 
cualquiera. El cuadrado de un número impar, disminuido en una uni- 
dad, puede escribirse en forma de la expresión (2n — 1)? — 1. Abriendo 
el paréntesis obtenemos: (2n — 1? — 1 —4n? — 4n + 1—1 = 4r — 
— 4n — 4n(n — 1). 

La expresión obtenida es mültiplo de 8 cualquiera que sea el nü- 
mero natural n. En efecto, el factor cuatro indica que el número 4n(r — 
- 1)еѕ mültiplo de cuatro. Además, n — 1 y n son dos nümeros natu- 
rales sucesivos, de los cuales uno tiene que ser necesariamente par; 
por lo tanto, nuestra expresión también contiene necesariamente un 
Boor: 

si pues, el nümero 4n(n—1) es si últ 
A еа ) iempre mültiplo de 8, que es lo 
En estos ejemplos pueden verse claramente los caminos principa- 
¡Meios tomen lejos Flies DR a 
ape parindonos en un gran numero de observaciones y experiencias 
evadas a cabo con los objetos y fenómenos descubrimos en ellos leyes 


comunes. En los ejemplos antes citados pudimos ver que basándose 


ep observaciones se estableció la dependencia entre la forma del cuer- 
p su sombra; numerosas observaciones y experimentos confirma- 
que la naturaleza de la luz es electromagnética; finalmente, las 
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pruebas que hicimos con los cuadrados de los nümeros impares nos 
ayudaron a establecer la propiedad de dichos cuadrados, disminuidos 
en una unidad. Esta vía de obtención de conclusiones generales por 
observación de numerosos casos particulares, se llama inducción (de la 
palabra latina inductio, razonamiento que parte de los conocimientos 
o verdades particularés para obtener mediante ellos una verdad más 
general o que observa varios fenómenos para inferir la ley que los 


explica). 
Seguimos otro camino cuando, conociendo ya algunas leyes gene- 


tos conocimientos a casos particulares. Este camino . 
recibe el nombre de deducción (de la palabra latina deductio). Así, en el 
ültimo ejemplo aplicamos las leyes generales de la aritmética a un ca- 
so particular, a la demostración de que existe cierta propiedad de todo 


nümero impar. - 2 
Este ejemplo nos muestra que la inducción y la deducción no pue- 
den separarse la una de la otra. La unidad de la inducción y la deduc- 


ción es un rasgo característico del pensamiento cientifico. 

No es dificil advertir que en el proceso de cualquier demostración 
empleamos estos dos caminos. Cuando buscamos argumentos para 
demostrar una proposición cualquiera recurrimos a la experiencia, 
a las observaciones, a los hechos o a otras proposiciones ya demostra- 
das. Sobre la base de los datos obtenidos deducimos la veracidad 
o falsedad de la proposición que se demuestra. 

x 2. Pero volvamos a la geometría. La geometría estudia las propie- 
dades espaciales del mundo material. Llamamos "espaciales aque las 
propiedades por las cuales sé determinan la forma, Ta magnitud y la 


posición mutua de los objetos. Esté claro que la necesidad de conocer 
estas propiedades se debe a exigencias prácticas: para construir máqui- 
nas, hacer edificios, trazar carreteras, canales, etc. hay que medir lon- 
gitudes, áreas y volümenes. Como es natural, los primeros conoci- 
mientos geométricos fueron adquiridos por via inductiva, de un gran 
nümero de observaciones y experimentos. Pero a medida que se fue- 
ron acumulando verdades geométricas se descubrió que muchas de 
ellas pueden obtenerse de otras verdades por medio de razonamientos, 
es decir, por deducción, sin recurrir a una experiencia especial. 
` Asi, por ejemplo, numerosas observaciones y experimentos nos con- 
vencen de que "por dos puntos puede trazarse una, y solamente una, 
línea recta.”. Basándonos en esta verdad podemos afirmar, sin necesi- 
dad de ninguna experiencia, que "dos rectas diferentes no pueden te- 
ner nada más que un punto común” Eosmuevaverdad se nice me- 
diante un razonamiento muy sencillo. En efecto, si admitimos que dos 
rectas distintas pueden tener dos puntos comunes, de esto se deducirá 


rales, aplicamos es 
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que por dos puntos pueden pasar dos rectas diferentes, lo 
dice la verdad antes establecida. 

La actividad práctica del hombre condujo al descubrimiento de un 
nümero muy grande de verdades geométricas que reflejan nuestros co- 
nocimientos acerca de las formas espaciales del mundo material. El es- 
tudio atento de estas verdades ha demostrado que unas de ellas pue- 
den obtenerse, por medio de deducciones lógicas, de otras. Esto 
sugirió la idea de destacar entre todas las verdades geométricas una 
parte de las más simples y generales, que pueden admitirse sin demos- 
tración, y las demás propiedades y dependencias geométricas deducir- 
las de dichas verdades fundamentales. 

Esta idea la concibieron ya los geómetras de la Grecia antigua, los 
Cuales empezaron a sistematizar las verdades geométricas que ellos 
conocian, deduciéndolas de un número relativamente ueño de 
proposiciones fundamentales. 300 años antes de nuestra era, el geóme- 
tra ego Euclides de Alejandría dio la exposición del sistema geomé- 
trico más perfecta de su tiempo. En esta exposición se destacaban las 

торовісіюпев que se admitian sin demostración, es decir, los llamados 

em Pal griega оС significa lo que parece o se estima co- 
usto). Las demás proposici 'eraci i 

Қасы ак emis proposiciones, cuya veracidad se pone de mani- 


А : emostraciones, comenzaron a llamarse teoremas 
(del griego Seopso, examinar о reflexionar). 


El Sistema de la geometria de Euclides se conservó durante mu- 
chos siglos y aun en nuestros días la ex 
geometria en la escuel 


cual contra- 


p rd. ales o axiomas, o i 
inducción y aceptados sin demostración, mientras ar > A 3 
dades de la geometria se infieren de los axi 
ducción. Por esto la geometría es 1 
deductiva. 

En la actualidad el trabajo d 
ner de manifiesto todos 1 i 


s que las demás ver- 
S axiomas por medio de la de- 
a es fundamentalmente una ciencia 


de las proposiciones obtenidas por deducción? La veracidad de la de- 
ducción está determinada por que en ella aplicamos ciertas leyes gene- 
rales a casos particulares, siendo evidente que todo lo que es justo en 
general y siempre, también debe serlo para cada caso aislado. 

Si yo digo, por ejemplo, que la suma de los ángulos de cualquier 
triángulo es igual a 180° y que la figura ABC es un triángulo, no cabe 
la menor duda de que LA + ¿B+ 4C = 180". Estudiando atenta- 
mente la geometría no es dificil convencerse de que es asi precisamen- 
te como razonamos en cada deducción. 


v § 2. ¿PARA QUÉ HACE FALTA 
LA DEMOSTRACIÓN? 


1. Ahora procuraremos responder a la segunda pregunta: ¿para 
qué hace falta la demostración? 

La necesidad de la demostración es consecuencia de una de las leyes 
miento correcto), el principio de la razón suficiente. Este principio exi- 
ge que toda afirmación que hagamos tenga fundamento, es decir, que 
vaya acompañada de argumentos suficientemente sólidos que confir- 
men su veracidad, su concordancia con los hechos y con la realidad. Es- 
tos argumentos pueden ser tanto indicaciones acerca de la posibilidad 
de comprobación mediante observaciones y experiencias, como tam- 
bién un razonamiento correctamente estructurado que contenga un 
sistema de deducciones, 

— En matemáticas nos encontramos principalmente con argumentos 
del último tipo. 

La demostración de una proposición geométrica tiene por objeto 
el establecimiento de su certeza por medio de la deducción lógica de 
verdades ya demostradas o conocidas. 

A pesar de todo se nos plantea la pregunta: ¿vale la pena hacer 
una demostración cuando la proposición que se quiere demostrar es 
por si suficientemente clara y evidente? 

Este era aproximadamente el punto de vista que mantenían los 
matemáticos hindúes en la edad media. Muchas de las proposiciones 
geométricas no las demostraban, sino que las acompañaban de un di- 
bujo suficientemente expresivo y escribian sobre él una sola palabra 
“¡mira!”. Así, por ejemplo, en el libro "Lilavati" del matemático indio 
Bhaskara Acharia, el teorema de Pitágoras se representa asi (fig. 2). 
*De estos dos dibujos el lector debe “percibir” que la suma de las áreas 
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de los cuadrados construidos sobre los cat іа 
lo, es igual al área del cuadrado cua ds cectang: 
t dris que en este caso no hay demostración? Vox 
! a simplemente el dibujo, sin razonar, с. рео 
bable que pueda llegar a una conclusión determinada E uns 
autor supone que el lector no sólo mira, sino que tambié EG 
| lector debe comprender que ante sí tiene dibujados dis clase 
os 


i —— 


FIG. 2 


Ж ae 1006 tienen también áreas iguales. El primero de estos cuadra- 
ormado por cuatro triángulos rectángulos iguales y el cua- 


ladrado 
de dosm 
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Pero, ¿puede ser que existan tales teoremas de geometría, tan evi- 
dentes en realidad, que sea innecesaria toda clase de razonamientos? 

Aquí hay que indicar ante todo, que en una ciencia exacta es impo- 
sible apoyarse sistemáticamente en la evidencia, porque el concepto 
de “evidente” es muy difuso e inestable: lo que a uno le parece comple- 
tamente evidente, a otro puede parecerle muy dudoso. Basta recordar 
cómo cualquier suceso es contado de distinto modo por los testigos 
presenciales del mismo y cómo a veces es difícil restablecer la verdad 
a base de las llamadas “declaraciones de los testigos”. 

Puede ponerse un interesante ejemplo geométrico de cómo puede 
engañarnos una aparente evidencia. Este ejemplo consiste en lo si- 
guiente: cojo una hoja de papel y trazo en ella una línea continua ce- 
rrada ; después tomo unas tijeras y hago un corte siguiendo esta línea. 
(Qué ocurrirá con la hoja de papel cuando los extremos del corte se 
cierren? La mayoría de los preguntados responderá seguramente y sin 
pensar, que la hoja se dividirá en dos trozos independientes. Sin em- 
bargo esta respuesta puede ser errónea. Para demostrarlo hagamos la 


== 


FIG. 3 


siguiente experiencia: cojamos una cinta de papel y hagamos con ella 
un anillo, pegando sus extremos después de darle la vuelta a uno de 
ellos. Como resultado obtendremos la llamada “banda de Móbius” 
(fig. 3). (Möbius, matemático alemán que estudió las superficies de es- 
te tipo). Si cortamos ahora esta banda siguiendo una línea cerrada a lo 
largo de la cinta y haciendo el corte a distancias aproximadamente 
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iguales de los bordes del papel. la banda Nose biviDirA en dos 

paradas, sino que seguiremos teniendo en la mano TOS ER 
Hechos como el que acabamos de describir obligan a а : AN 
medida puede confiarse en los razonamientos basados Pb 
evidencia", gu, 
' 2. Examinemos más atentamente esta cuestión. Sirva de pri 
ejemplo el caso antes referido de la alumna de sexto grado. A Pe 
chacha le pareció extraño que la profesora dibujara dos triá E 
iguales y después demostrara el hecho. aparentemente evide Tk 
que eran iguales. En realidad, el problema se planteaba de Un: kie 
totalmente distinto: LA PROFESORA NO DIBUJABA DOS TRIANGULOS tne 
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FIG. 4 


sino que después de dibujar un triángulo ABC (fig. 4), dijo que otro tri- 
2816 А ВС estaba construido de manera que tee сын, B'C'= BC 
A y Ву que se desconocía si serían iguales LA’ y LA, 26 
У LC y los lados A'C y AC (ya que los ángulos 4' y С no los cons 
A Ea Po gulos A y C y el lado A'C' no lo había tomado igual 
Por lo tanto, en este caso, partiendo de las condiciones А'В' = AB 
¡de 26У ұр; = 2 В, debemos рерисін la igualdad de los triángu- 
, la igualdad de todos sus elementos restantes, lo que indu- 
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dablemente exige ciertos razonamientos, O sea, demostraciones. Tam- 
bién es fácil de demostrar que la igualdad de los triángulos obtenida 
basándose en la igualdad de tres pares de sus elementos correspon- 
dientes, dista mucho de ser tan “evidente” como parece à primera vis- 
ta. Variemos un poco la condición del primer teorema sobre la igual- 
dad de los triángulos: supongamos que dos lados de un triángulo son 
iguales respectivamente à dos lados de otro y que también son iguales 
los ángulos, pero no los comprendidos entre estos lados, sino los que 
se encuentran frente a uno de los lados iguales, por ejemplo, BC 
y B'C'. Escribamos esta condición: en AABC y AA'B'C', АВ- AB, 
BC — BC y LA'= LA. ¿Qué podemos decir de estos triángulos? 


MES -------2-л%--- жен 


с 


FIG. 5 
E _ === 


Por analogía con el primer caso de igualdad de triángulos podriamos 
esperar que también ahora fueran iguales los triángulos, pero la fig. 5 
nos convence sin lugar a dudas de que los triángulos aqui dibujados 
ABC y A'B'C', aunque cumplen las condiciones A'B' = AB, B'C' = BC 
y LA'=LA, no son iguales. 

Ejemplos de este tipo nos obligan a tener mucho cuidado en nues- 
tros razonamientos y demuestran con suficiente claridad que sólo una 
demostración correctamente estructurada puede garantizar la veraci- 
dad de las proposiciones que se establecen. 

[ 3. Veamos ahora el segundo teorema, sobre el ángulo externo del 
triángulo, que dejó perplejo a mi vecino Tolia. En efecto, en el dibujo 
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que se da en el libro de texto oficial, el ángu 
| i l, lo 
| саан решо a adyacentes a él son Audor due Rs de 
| ¿Quiere esto d ad sin necesidad de hacer mediciones, es deci Me 
| indudablem ecir que este teorema no necesita O No 
E en pae Porque el teorema se refiere no sólo al triángul y 
i реве ro, en el papel o en la pizarra, sino a CUALQUIER t cae 
, cuya forma puede ser muy distinta de la que se da en ates 
ro. 


" Figurémonos, j 
Р ; por ejemplo, que el punto A se aleja, sigui 
eja, s 
linea recta, del punto C. Obtenemos entonces un ie 
E 

A D 

| с 
КІС. 6 


екн x o D 


If 
(fig. 6) en el cual el 4n á i 
4 І gulo en el punto B será también obtuso. Si el 
pp ponto 4 se aleja del C aproximadamente 10 metros, en un triángulo 
Au 28 е Капаронасог escolar уа no puede descubrir Іа diferencia 
ngulo interno B y el externo. Y si el punto A se aleja del pun- 


to C hasta una distancia igual a la que separa la Tierra del Sol, podría- 
de los instrumentos más 


de descubrir la di- 


era triángulos y no de- 
e sus lados. Por esto, 
tre el ángulo interno 
tros instrumentos 


aquellos casos en q 
3 ла 
cia EXISTE, рог" 


= xteri ' о es tan 


al papel que 
geométrico. 
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to tiene mucha importancia 


cual se demuestra dicho teorema. Por es 
saber separar en el dibujo dado las propiedades generales y constantes 
de la figura de las pa les. Por ejemplo, en el dibujo pa- 
ra demostrar el teorema sobre el ángulo externo del triángulo que se 
da en el libro de texto oficial, es casual el hecho de que el ángulo exter- 
| interno, agudo. Es evidente que en estos hechos ca- 
arse la demostración de una cualidad general pa- 


y importante de la demostración geométrica, 
ecesidad, es la de que por medio de 
< GFNERALES de las figuras espaciales. 
se apoya en proposiciones iniciales 
dudable en la veracidad de la 
estamos convencidos 
lo, el teorema de Pitá- 
ensiones, tanto Si 
n millo- 


raordinariamente impor- 


nes de kilómetros. 
iste otra razón más, ext 
ración. Se trata de que 


4. Finalmente, exi 
tante, que condiciona la necesidad de la demost 
la geometría no es unà colección casual de verdades que definen las 

paciales de los cuerpos, sino UN SISTEMA CIENTÍFICO CONS- 
do con leyes rigurosas. En este sistema cada teorema 

te con un conjunto de proposiciones an- 

tes establecidas y esta relación se pone de manifiesto por medio de la 
demostración. Por ejemplo, el conocido teorema acerca de que la su- 
i de un triángulo es igual a 180^, se demues- 
iedades de las rectas paralelas, lo que indica 
la teoría de las rectas paralelas y las 


propiedades de las sumas de los ángulos internos de los polígonos. 
Del mismo modo, en las propiedades de las rectas paralelas se apoya 
toda la teoría de la semejanza de las figuras. 

De esta forma, cada teorema geométrico está relacionado por todo 
un sistema de deducciones con teoremas antes demostrados, estos ül- 
timos, con teoremas demostrados con mayor anterioridad y asi suce- 
sivamente, alargándose las cadenas de estas deducciones hasta llegar 
a las proposiciones fundamentales y los axiomas que constituyen la 
base de todo el edificio de la geometría. Este sistema de relaciones es 
fácil de seguir tomando cualquier teorema geométrico y analizando 
todas aquellas proposiciones en que éste se apoya. 

Resumiendo todo lo expuesto sobre la necesidad de la demostra- 


ción, podemos decir lo siguiente: 


3-407 
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sin demostración un pequeño ný 
axiomas, Todas las і ^ 
за | $ las demás verda. 
кте Fri еп estos axiomas median 
A veracidad de los i i 1 
| горіов ах ; 
llos mismos c Ў о нра 
5 mismos como los teorem 
nism [ 48 que se de. 
llos han sido comprobados por relteradas 
u^ 


à) En geometría sólo se admite 
mero de verdades fundamentales o 
des —teoremas-— ge demuestran b 
te una serie de deducciones, 1 
garantizada porque tanto e 
muestran apoyándose en e 
observaciones y larga experiencia. 
i D } à demostración se realiza en virtu 
de lug leves й - 

n к pegan іы de nuestro pensamiento, el principio de | 
suliciente, que establece la necesi \ | de 
i í T ecesidad de que la veraci 

| ¡que est : cracidi 
er i pepo ga esté rigurosamente ТАС Жуда Bop 
e 4 > “4 Í Е 
md x demostración bien estructurada sólo puede apoyarse en 
posiciones antes demostradas, siendo inadmisible toda alegació 
à la evidencia, "e 

d) La demostración es necesaria también para fundamentar la ge- 


neralidad de la proposición i ibi 
de 1а que se demuestra, es decir, la posibilidad 
de su aplicación a todos casos particulares, s 


d del requerimiento de una 


с) Finalmente, por medio de las demostraciones, las verdades geo- 


métricas se reducen a un sistema armonioso de conocimientos cientifi- 
cos en el cual se ponen de manifiesto todas las relaciones internas que 
existen entre las diversas propiedades de las formas espaciales. 


^ 3 ¿CÓMO DEBE SER LA DEMOSTRACIÓN? 


1. Pasemos ahora a la siguiente cuestión: ¿qué condiciones debe 
satisfacer una demostración para que pueda considerarse correcta, es 
decir, que garantiza la veracidad de la deducción hecha de ppc 
nes verdaderas? Ante todo hay que prestar atención al hecho PS 
cada demostración consta de una serie de Mh PA Я Да i 
rreción o incorrección de la demostración depende de 5 os 
o incorrección de las deducciones que intere M api 

Como ya hemos visto antes, el razonamiento de s 


cación de cier ta ley eneral aun caso par icular dado.I ara no cometer 
( | 
в unos esquemas me 


: ; зопосег alg А 
errores en las deducciones hay que © s entre cualesquiera 


» los cuales se representan las correlacione 
-yt 


encia que se consideraban 
sos con el tiempo. Por 
demostrada rigurosi- 


de os postulados de la ci 
аран resultaron ser fal 
la proposición debe ser 
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incluidos los geométricos. Решонгахедоя coc BP 
ejemplo. Supongamos que se ha Re ie entre sí 2) Todos los 
os rectángulos las dia 
н son Бе 3) Deducción: en todos los cuadrados las 
i son iguales entre si. — — " 

pede en este caso? La primera DO dy Mrs e. 
ley general en la cual se afirma que todos los Feed 08, ахои > 
para chase de figuras geométricas llamadas rectángulos, ЖБ PT 
clase de cuadriláteros que tienen iguales las diagonales. La er > 
proposición afirma que toda la clase de los cuadrados сора А e 
clase de los rectángulos. De esto podemos deducir con pleno rur 
mento que toda la clase de los cuadrados es parte de la clase de los 
cuadriláteros que tienen iguales las diagonales. Expresemos este razo- 
namiento de una forma general. Designemos la clase más extensa (de 
los cuadriláteros que tienen iguales las diagonales) con la letra P, la 
clase intermedia (de los rectángulos), con la letra M, y la clase menor 
(de los cuadrados), con la letra 5, En este caso el razonamiento en for- 
ma esquemática tendrá la forma siguiente: 


conceptos, 


1) Todo M es P. 
2) Todo 5 es M. 
3) Conclusión: todo 5 es P. 


Esta relación es fácil de representar gráficamente. La clase mayor P la 
representaremos por una circunferencia grande (fig. 7). La clase M, 
por una circunferencia menor que se encuentra totalmente dentro de 
la primera. Finalmente, la clase 8 la representaremos por otra circun- 
ferencia aún menor situada dentro de la segunda. Es indudable que si 
las circunferencias están dispuestas de este modo, la circunferencia 
S se halla totalmente dentro de la circunferencia P. 

Esta representación de la correlación entre los conceptos fue pro- 
puesta por el gran matemático Leonhard Euler, miembro de la Acade- 
mia de Ciencias de S. Petersburgo (1707—1783). і 

Рог medio de un esquema semejante pueden representarse otras 
formas de razonamiento. Examinemos un razonamiento que contenga 


una conclusión negativa: 


1) Todos los cuadriláteros en los cuales la sum 
opuestos no es igual a 180°, 
circunferencia. 


2) En el paralelogramo oblicuán 
opuestos no es igual a 1807, 


uma de los ángulos 
no pueden inscribirse en una 


gulo la suma de los ángulos 
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:———————————————————————— 
3) Conclusión: el paralelogramo oblicuángulo no puede inscribir. 


se en una 
Designemos la clase de los cuadriláteros que no pueden inscri 
| inscribi 
en una circunferencia con la letra P, la clase de los е 


que la suma de los ángulos opuestos no es igual a 180”, con la letra M 


P 


FIG. 7 


Боа. = los PAE uni oblicuángulos, con la letra 5. Enton- 
маз Dia e que nuestro razonamiento se estructura se- 
1) Ningün M es P. 
2) Todo S es M. 
3) Conclusión: Ningún 5 es P. 


Esta correlación también i 
$ puede representarse gráficamente por medio 

de n circunferencias Ey (fig. 8). D oj . 
inmensa mayo los razonamientos deductivos se desa- 
rrollan en geometría de acuerdo con el esquema primero 0 con el 


2. Esta forma de representar las correlaciones entre los conceptos 


- bien la estructura de 
en las conclusiones 


geométricos da la posibilidad de 
E A de 
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1) En todos los cuadriláteros circunscritos las sumas de los lados 


opuestos son iguales entre sí. 
2) Enel trapecio dado las sumas de los lados opuestos son iguales 
entre sí. 
3) Conclusión: el trapecio dado puede ser circunscrito en una 
circunferencia. 


Designando la clase de los cuadriláteros circunscritos por P, la cla- 
se de los cuadriláteros en los cuales son iguales las sumas de los lados 
opuestos, por M, yla clase de los trapecios en los cuales la suma de las 
bases es igual a la suma de los lados no paralelos, por 5, reducimos el 
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razonamiento al esquema siguiente: 
1) Todo P es M. 
2) Todo S es M. 
3) Conclusión: todo 5 es P, lo cual es un Error 


ya que representando las correlaci 5 cle 1 
las circunferencias de Euler Ge ei E por medio de 
dentro de M, pero no podemos sacar nin е 4 i RE CODE 
Байсары enire igus guna conclusión sobre la de- 
ad aai aün más de que la deducción hecha es errónea, 
mo ejemplo un razonamiento completamente análogo: 
D Todos los ángulos adyacentes suman 180°. = 
2) Dos angulos dados suman 180”. 
E. 3) Сопешзбр; por consiguiente, los ángulos dados son adyacen- 
educción es, naturalmente, errónea, puesto que los ángulos 
dados pueden sumar 180° sin ser adyacentes (por ejemplo, los ángulos 
opuestos de un cuadrilátero inscrito). ¿Por qué se obtienen estos re- 
sultados erróneos? Porque el que emplea semejante razonamiento se 
refiere al teorema DIRECTO, en vez de referirse al кесіркосо. En el ejem- 
plo del cuadrilátero circunscrito se toma como base el teorema que di- 
ce que en todo cuadrilátero circunscrito las sumas de los lados opues- 
tos son iguales entre sí. El teorema recíproco, acerca de que en todo 
cuadrilátero en el cual las sumas de los lados opuestos sean iguales en- 
tre sí se puede inscribir una circunferencia, no se demuestra en el libro 
de texto oficial, aunque puede demostrarse, como haremos más 
adelante. 
Si este teorema hubiera sido demostrado, el razonamiento correc- 
to podría haberse estructurado de esta forma: 
1) En todo cuadrilátero en el cual las sumas de los lados opuestos 
sean iguales entre sí, puede inscribirse una circunferencia. 
2) En el trapecio dado la suma de las bases es igual a la suma de 


los lados no paralelos.. 

3) Conclusión: por consiguie 
birse una circunferencia. Esta de 
puesto que está construida según el esque 


1) Todo M es P. 
2) Todo S es M. 
3) Conclusión: todo 5 es P. 
y - octavo grado consistía en que él. para 


nte, en el trapecio dado puede inscri- 
ducción es completamente correcta, 
ma que ilustra la fig. 6. 


ES 


le] mo 
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hacer su demostración, se apoyaba en el teorema directo, cuando te- 
nía que haberse apoyado en el recíproco. ‘ 

3. Demostremos este importante teorema recíproco. 

teorema. En todo cuadrilátero en que las sumas de los lados opuestos 


son iguales entre si, puede inscribirse una circunferencia. » A 
n cuadrilátero puede inscri- 


imer lugar advertimos que sienu > inscri- 
тепаа, el centro de esta circunferencia equidistará 
de todos sus lados. Como la bisectriz de un ángulo es el lugar somo 
trico de los puntos situados a igual distancia de sus lados, el centro де 
la circunferencia inscrita se encontrará en la bisectriz de cada ángu o 
interno. Por lo tanto, el centro de la circunferencia inscrita será el 
punto de intersección de las cuatro bisectrices de los ángulos internos 


del cuadrilátero. , ; 
Si por lo menos tres de las bisectrice c lá I 
un mismo punto, por este mismo punto pasara también la cuarta bisec- 


triz y este punto se encontrará a distancias iguales de los cuatro lados 
y será el centro de la circunferencia inscrita. Esto puede demostrarse 
por medio de los mismos razonamientos que se dan cuando se de- 
muestra el teorema sobre la existencia de una circunferencia inscribi- 
ble en el triángulo y, por esto, dejamos al lector que haga por su cuen- 


ta esta demostración. 
Pasamos a la parte principal de la 
existe un cuadrilátero ABCD (fig. 


correlación 


s del cuadrilátero se cortan en 


demostración. Supongamos que 
10) en el cual se cumple la 


AB+CD=BC + AD. (1) 


Ante todo excluimos el caso en que el cuadrilatero dado es un rombo, 
porque en el rombo las diagonales son las bisectrices de los ángulos 
internos y, por lo tanto, su punto de intersección es el centro de la cir- 
cunferencia inscribible, es decir, en un rombo siempre se puede incri- 
bir una circunferencia. Supongamos por esto que nuestro cuadriláte- 
ro tiene dos lados contiguos desiguales. Sea, por ejemplo, AB> BC. 
Entonces, en virtud de la igualdad (1) tendremos que CD < AD. То- 
mando sobre AB un segmento BE — BC, obtenemos el triángulo 1505- 
celes ВСЕ, y tomando sobre AD un segmento DF — CD, obtenemos el 
triángulo isósceles CDF. Vamos a demostrar que el AAEF también es 
isósceles. En efecto, pasando en la igualdad (1) BC al segundo miem- 
bro y CD al primero, obtenemos: AB — BC — AD — CD, pero AB — 
5 BC=AE y AD — CD — AF. Por lo tanto AE — AF y el AAEF es 
isosceles. En los tres triángulos isosceles obtenidos trazamos las bisec- 
trices de los ángulos en los vértices, es decir, las bisectrices del / В, 
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multánemente los teoremas directo y recíproco. 
Ya conocemos ejemplos en los que los teoremas directo y reciproco 
son ciertos al mismo tiempo, pero pueden ponerse no menos ejemplos 
en los que el teorema directo es verdad y el reciproco no. Por ejemplo, 
un teorema directo afirma correctamente que los áng los opuestos 
por el vé' (ісе son iguales entre sí, mientras que el teorema recíproco, 
que debe afirmar que todos los ángulos iguales entre sí son ángulos 
opuestos por el vértice, es falso, naturalmente. o 
Para comprender claramente la relación que existe entre el teore- 
ma directo y el recíproco hay que volver a recurrir a la representación 
esquemática de esta relación. Si el teorema directo contiene la afirma- 
ción: “Todo S es P” (“Todos los pares de ángulos opuestos por el vér- 
tice son pares de ángulos iguales entre sí"), el teorema reciproco debe 
contener la afirmación ; "Todo P es 5 " ("Todos los pares de ángulos 
iguales entre sí son pares de ángulos opuestos por el vértice"). Repre- 
sentando la correlación entre los conceptos en el teorema primero por 
medio de las circunferencias de Euler (fig. 11), nos convencemos de 


o ——————— 


les son verdaderos si 


FIG. 10 


| а Соп bastante frecuencia nos encontramos con el siguiente error 
| = a demostración: en vez de referirse al teorema recíproco se refieren : 
- direct о. Hay que prestar mucha atención para no caer en este error. e 72227 
or ejemplo, si a los alumnos se les propone determinar la forma de in. CE 7. 
un triángulo cuyos lados tienen respectivamente 3, 4 у 5 unidades de она ғы. 


2 longitud, suelen responder que este triángulo es rectángulo, porque la 
de los cuadrados de dos de sus lados, 3? + 4^, es igual al cuadra- 
lado, 52, y hacen referencia al teorema de Pitágoras, aun- 
irse a su teorema recíproco. Este último afirma que 


cual suele ser causa del error antes 


ox) 
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ta la afirmación recíproca : "Todos los triángulos que ti i 

los ángulos adyacentes a la base son hagina PEERAA De 
plica porque toda la clase de triángulos isósceles y la clase de los trián- 
gulos que tienen iguales los ángulos adyacentes a la base son una mis- 
ma clase. También coinciden exactamente la clase de los triángulos 
rectángulos y la clase de los triángulos en los cuales el cuadrado de 


FIG. 12 


uno de sus lados es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos 
lados. Nuestro alumno de octavo grado “tuyo suerte”, ya que resolvió 
el problema a pesar de que se apoyó en el teorema directo en vez de 
hacerlo en el recíproco. 

Pero esto sólo fue posible porque la clase de los cuadriláteros en 
los cuales puede inscribirse una circunferencia coincide con la clase de 
los cuadriláteros en los cuales las sumas de los lados opuestos son 
iguales entre sí. (En este caso resultó ser verdad que “Todo P es M” 
y que “Todo M es P”, véase el esquema de la deducción en la pág. 22). 
| Este análisis muestra al mismo tiempo que el teorema reciproco, si 
l es correcto, no es una consecuencia evidente del directo, sino que 

~ siempre requiere una demostración especial. 
X 5. A veces puede parecer que los teoremas directo y recíproco no 
encajan en el esquema “Todo 5 es P" y "Todo P es S”. Esto ocurre en 
- aquellos casos en que dichos teoremas se expresan en la forma llama- 
da “razonamiento condicional”, que esquemáticamente se puede es- 
cribir de la forma siguiente : "Si A es B, C es D". Por ejemplo: "Si un 
átero está circunscrito a una circunferencia, las sumas de sus 
s son iguales entre sí”. La primera parte de esta proposi- 
es B"— se llama condición del teorema, y la segunda 
S 1a conclusión. El teorema reciproco se obtiene del 


y 4 
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directo de modo que la conclusión pasa a ser condición y la condición, 
conclusión. En muchos casos la expresión del teorema en forma de ra- 
zonamiento condicional es más habitual que en la forma “Todo S es 
P", que se llama “categórica”. Sin embargo, no es dificil convencerse 
de que esta diferencia no es esencial y de que todo razonamiento con- 
dicional puede transformarse fácilmente en categórico y todo categó- 
rico en condicional. Por ejemplo, el teorema expresado en forma con- 
dicional: "Si dos rectas paralelas se cortan por una tercera, los 


ángulos alternos internos son iguales entre sí", puede expresarse en 


forma categórica así: “Las rectas paralelas, cuando se cortan por una 
tercera recta, forman ángulos alternos internos iguales". De este modo 
nuestros razonamientos siguen también en vigor para los teoremas ex- 
presados en forma condicional. En ellos la veracidad simultánea del 
teorema directo y del recíproco también está condicionada por la coin- 
cidencia de las clases de los conceptos correspondientes. Así, en el 
ejemplo que acabamos de examinar son justos al mismo tiempo los 
teoremas directo y recíproco, ya que la clase de las “rectas paralelas” 
es idéntica a la clase de las “rectas que cuando se cortan por una ter- 
cera forman ángulos alternos internos iguales”. 

6. Pasamos ahora a estudiar otras incorrecciones de las demostra- 
ciones. Es bastante frecuente que el error en la demostración tenga 
por causa el que ésta se apoye en casos particulares, sin tener en cuen- 
ta que la figura dada tiene otras propiedades. Este error fue precisa- 
mente el cometido por mi vecino Tolia, que quiso demostrar el teore- 
ma general del ángulo externo de cualquier triángulo, limitándose 
a considerar ünicamente el triángulo acutángulo, en el cual, efectiva- 
mente, todos los ángulos externos son obtusos y todos los internos, 
agudos. 

Pondremos otro ejemplo de este tipo de error en una demostra- 
ción, siendo aquél mucho menos apreciable en este caso. Antes pusi- 
mos el ejemplo de dos triángulos pesicuALEs(véase la fig. 4) en los cua- 
les, no obstante, son respectivamente iguales dos lados y el ángulo 
opuesto a uno de ellos. Ahora vamos a dar un ejemplo de “demostra- 
ción” que, a pesar del hecho establecido, afirma que los triángulos que 
satisfacen las condiciones antes indicadas serán iguales necesariamen- 
te. Esta demostración es interesante también porque se parece mucho 
a la del tercer criterio de igualdad de triángulos que se da en el libro de 
texto oficial. 

Supongamos que en el AABC y el AA'B'C (Пр. 13) se da que 
AB — A'B', AC = A'C' y LC = 1 С. Para hacer la demostración apli- 


‘camos el AA'B'C' al AABC de tal forma que el lado A'B' coincida con 
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el AB y el punto C' ocupe la posición C". Unimos los puntos C WAGs 
y suponemos que el segmento CC” corta al lado AB entre los puntos 
A y B (fig. 13,a). Por la condición inicial, el AACC" es isósceles 
(AC = AC") y, por lo tanto, L ACC" = / AC"C, y como LC = LC" 
restando de unos ángulos iguales los otros también iguales, obtene- 
mos que Z. ВСС" = / BC"C y, por consiguiente, el ACBC” también es 


с 
»B E 
a) 
оС с“ 
А В' 
b) 
b 
FIG. 13 


isósceles. Por esto BC — BC" y AABC = AABC" por tener tres lados 


i . Asi, pues, AABC = ЛАВ f 
1 rcr алат СС" corta a la recta АВ fuera del o 48% 
teorema sigue siendo justo (fig. 13, b). En efecto, el AA pr 
en este caso es isósceles y / АСС” = L-AG"C. Pero como о 
restando estos ángulos de los dos de la ecuación precedente, E 
Gbtener que ABOCA BC'C, que el ABCC” es 150800 angulos, 
BC”, y otra vez llegamos al tercer criterio de igualdad de іп 
deci vo AABC = AA'B'C. 2 
emo ión suficientemente com 
| gado una demostracion See paro TeS 


dos los casos posi 
también posible en que el segment 
] segmento AB. En la fig. 


e fácilmente que en este caso 
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son inaplicables y que los triángulos Bu 
mo se muestra en la fig. 14. 

res de este mismo tipo son 
ivalencia 


nuestros razonamientos 
ser comple 

Otro ejemplo muy a 
los teoremas sob 
de los prismas recto y O 


A uu 
с 
Ce 
wea - 
А" B' 


FIG. 14 
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de A. P. Kiseliov y en el curso de geometría elemental de N. A. Gla- 
gólev. El primero de estos teoremas afirma : "El área lateral de un pris- 
ma es igual al producto del perímetro de la sección perpendicular por 
la arista lateral” (ар. kiseLiov, Geometría, II parte, pág. 38, en ruso). 
El segundo teorema dice : "Todo prisma es equivalente a un prisma rec- 
to que tenga por base la sección perpendicular del prisma oblicuo 
y por altura su arista lateral" (м.А. GLAGOLEY, Geometría, II parte, 
pág. 89, en ruso). Sin embargo, es fácil convencerse de que uno y otro 
teorema sólo se han demostrado para un caso particular, concreta- 
mente, para cuando las aristas del prisma son tan largas que puede 
trazarse en él una sección perpendicular. Pero existe toda una clase de 
prismas en los cuales Es IMPOSIBLE TRAZAR UNA SECCIÓN PERPENDICULAR QUE 
CORTE TODAS LAS ARISTAS LATERALES. Esta clase es la de los prismas obli- 
cuos de altura muy pequeña (fig. 15). En un prisma de este tipo la sec- 
ción perpendicular a una de las aristas laterales no corta las demás 
aristas, y todos los razonamientos que se dan en la demostración de 
estas proposiciones resultan inaplicables. En este caso se debe el error 
a la costumbre arraigada que tenemos de figurarnos el prisma en for- 
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ma de barra con altura bastante і 

Y? grande, mientras que los pri 

У ath Re а e nunca se representan аа ачын = d 

алель les is exto. Este ejemplo muestra-también la precau- 

as mu con el dibujo que se emplea para ilustrar la 

ipis a В o hacemos una construcción cualquiera necesa- 
a demostración, debemos preguntarnos siempre: “¿Puede 


FIG. 15 


hacerse esta construcción en todos los casos?” De haberse formulado 
esta pregunta al hacer la demostración de las proposiciones antes in- 
dicadas acerca del prisma oblicuo, no hubiera sido dificil hallar un 
ejemplo de prisma en el cual habría sido imposible trazar una sección 
perpendicular. 

7. En los dos últimos ejemplos lo esencial del error consiste en 
que no se demuestra la proposición que hay que demostrar, sino única- 
mente cierto caso particular, ligado a las peculiaridades de la figura 
con respecto a la cual se hizo la demostración. Puede ponerse otro 
ejemplo de error de este tipo, aunque mas profundo y que salta menos 


a la vista. , 
i іб і ia de segmentos 1n- 

rimos a la demostración de la existencia г 
ae. el curso de geometria 


conmensurables, que se expone generalmente en ) 
elemental de la ela RE EOS de un modo resumido J3 me 
general de los razonamientos al hacer esta demostración. ec 
da la definición de la medida comün a dos segmentos y se d s 
que esta medida común estará contenida un número MR, Ue 
en la suma y en la diferencia de ME Pod? 
método para buscar la medida común, que ya era conoci AOL 
des. Este procedimiento consiste en que, sobre el p. "oma sobre 


toma el menor tantas veces como quepa, el primer A ae 
el segmento menor, el segundo resto, sobre el primero Y аў ^^ el res- 
ümero entero de veces € 


mente. E] resto que esté contenido un num 
anterior será la mayor medida comun de 105 sé; т 
se dice que los segmentos que tienen una medida 
nensurables y los que carecen de medida 
mismo hecho de la existencia de los segm 


A 
i te mediante el descubri- 
e an Зао е аа segmentos. Como ejemplo 
nietos pat, Prnmensurabilidad de la diagonal del ES es 
es : jó licando el método de 
el lado del mismo. La dence ri REFA En pe PRU 
Euclides, es decir, n así sucesivamente. Al hacer esto se pore de 
bre Este eliprmer ea diagonal y el lado es el lado de un 
manifiesto que la diferencia entre la diagonal y cnni 
nuevo cuadrado, que a su vez hay que tomar sobre la позе а al, 
etc., por lo que este proceso no terminará nunca y la medi ср 
máxima de la diagonal del cuadrado y de su lado será imposible e 
hallar. Después de esto se saca Ja conclusión: por consiguiente, 65 1m- 
posible hallar la medida común del lado del cuadrado y de su diago- 
nal y de aquí se infiere que estos segmentos son inconmensurables. 
¿En qué consiste el error de esta demostración? El error consiste 
en este caso en que de LA IMPOSIBILIDAD DE HALLAK LA MEDIDA COMÚN POR 
EL METODO DE EUCLIDES no se deduce еп modo alguno que dicha medida 
común no exista. Porque si no podemos hallar un objeto cualquiera 
valiéndonos de un procedimiento determinado de búsqueda, esto no 
quiere decir que dicho objeto no exista, ya que es posible que pueda 
encontrarse por otros procedimientos. Por ejemplo, no podríamos es- 
tar conformes con un razonamiento como este: “Los electrones, no 
pueden verse con ningún microscopio, por lo tanto, los electrones no 
existen”. Está claro que a este razonamiento puede objetarse fácilmen- 
te que: “Además del microscopio existen otros medios y procedimien- 
tos con los cuales podemos convencernos de la existencia de los 
electrones”. 
ae que la ORAT de que existen segmentos inconmensu- 
es sea completa : ar 
Oposición: p y que demostrar previamente la siguiente 
Si el proceso de büsqueda de la medida comün máxima de dos seg- 


* mentos puede prolongarse indefinidamente, estos segmentos son 


inconmensurables. 
Demostremos esta importante proposició a 
mentos dados (designaremos con ón Um MD EE x E 
mentos, y con letras sin raya, los números), siendo a > b. Supon Eod 
que al llevar sucesivamente el segmento b sobre el a, el primer resto F, 
20 b, etc., se obtiene una serie ilimitada de restos: F,, Ӯ, F- cd 
o cada resto anterior mayor que el que le sigue. Asi, RUOTE 


а> б> >>>... 


Su iyb 
pongamos ahora que los segmentos à y b tienen una medida comün 
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p. la cual de acuerdo con las propiedades de la medida común, deberá 
estar comprendada um sisto de veces en a, en Б y en cada uno de los 
restos fF. F,, -— SUPOBEATDOS que esta medida está comprendida en 
dmveces ca bs veces, еп /, m, VECES, CDF, m, VECES, ... EDF, m, VECES 
y asi secesramente Los mümeros m, m, m, f, — SOR enteros у po- 
samos y. ca vE Tad de las desigualdades entre los segmentos, 

la M>E>R,>E,>RN, >... 


Como sepesimos que la serie de los segmentos se prolonga infinita- 
mente, la sere de los púmeros m. n. ғ,.п..п,... también deberá pro- 
Jongarse infinitamente, Lo Cual Es meros y2 que la serie descendien- 
te sucessvamente de los números enteros positivos no puede ser 
mísera La contradicción obtenida nos obliga a renunciar a la suposi- 


e 


proceso indicado no puede terminar nunca, lo que significa que la dia- 
gosal del cuadrado es mconmensurable con su lado. 

Sin esta proposición adicional la demostración de que existen seg- 
mentos inconmensurables po logra su fin, puesto que lo demostrado 
es totalmente distinto de la proposición que teníamos que demostrar. 
| ^ %. Las demostraciones incurren con mucha frecuencia en otro tipo 
| deezrores que consiste en que la demostración se apoya en una propo- 
sición aún no demostrada. Y, aunque es menos corriente, suele ocurrir 
también que el demostrante recurre precisamente a la proposición que 
está demostrando. Así, por ejemplo, puede oírse a veces el siguiente 
diálogo entre el profesor y el alumno. El profesor pregunta: “¿Por qué 
son perpendiculares estas rectas?” El alumno responde: “Porque el 
angulo que hay entre ellas es recto". — ¿Y por qué es recto el ángu- 

perpendiculares”. 


"E 


puesto que AM — BN, AB es común y 
nap son delos ángnios ignales ada 
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AN — BM. Después consideramos el ЛАСМ y el ABCN, que son 
iguales, ya que AM = BN y los ángulos adyacentes a estos lados son 
respectivamente iguales Por esto CN — CM y, por consiguiente, 
AN +NC= BM = СМ, es decir, AC = BC, que es lo que habia que 
demostrar”. 


FIG. 16 


El error de esta demostración consiste en que se cita la igualdad de 
los ángulos adyacentes a la base del triángulo. Pero la igualdad de es- 
tos ángulos es consecuencia de que el triángulo sea isósceles, y ésta es 
precisamente la proposición que hay que demostrar. 

, También son frecuentes los casos en que, para hacer la demostra- 
considerán- 


entre los axiomas. Veamos dos ejemplos. Al estudiar el problema de la 
posición mutua de la recta y la circunferencia se consideran tres casos: 
1) la distancia del centro de la circunferencia a la recta es mayor que el 
radio, es decir, la recta pasa por fuera de la circunferencia; 2) la distan- 
cia del centro de la circunferencia a la recta es igual al radio, o sea, la 
recta tiene un punto solamente uno, con la circunferencia 


común, y 
(БЫНЫ de ato ts тесіп es menor que el radio, 
- ұй recta tiene dos puntos comunes con la circunferencia (secante). 
: EE ON Du Ei DR. conten dad 
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dentro de la circunferencia y, en este caso, ES EVIDENTE que corta a la 
circunferencia”. Sin embargo, se ve fácilmente que, en este razona- 
miento, bajo la palabra “evidente” se oculta una proposición geomé- 
trica muy importante: "Toda recta que pasa por un punto interno de 


la circunferencia, corta a ésta", Es cierto que esta proposición es bas- | 


tante evidente, pero ya hemos dicho antes lo vago e indeterminado 
que es el concepto de evidencia. Por lo tanto, esta proposición debe 
incluirse entre los axiomas o demostrarse apoyándose en otras 
proposiciones. l Е 

Como segundo ejemplo citaremos la demostración del teorema re- 
ciproco al del cuadrilátero circunscrito, que se da en algunos cone 
de geometria elemental. Hay que demostrar que si en un cuadri- 
látero las sumas de los lados opuestos son iguales, en este cuadrilátero 
puede inscribirse una circunferencia. 


Citamos literalmente esta demostración: “Se da AB+CD= 
= BC + AD (fig. 17). Trazamos una circunferencia tangente a los la- 
dos AB, BC y CD. Demostremos que también será tangente al lado 
p- AD. Supongamos que no lo fuera. Trazando desde el punto A la БЕ 
gente AD, obtenemos el cuadrilátero circunscrito ABCD,, en él, en 
virtud del teorema directo, AB + CD, = BC + AD,. Restando miem- 
bro a miembro esta igualdad de la dada, obtenemos que: cD- 
— CD, = AD, — AD, o que DD, = AD, — AD, lo cual es imposible 
(porque la diferencia de dos lados del AADD, no puede ser igual a 
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tercer lado). Por consiguiente, la circunferencia tangente a los lados 
AB, BC y CD también es tangente al lado AD.” 

El error de esta demostración consiste en que se apoya en el cono- 
cimiento, aún no demostrado, de la posición del punto A: hay que de- 
mostrar primeramente que el punto de tangencia de la circunferencia se 
halla entre los puntos A y B. Si los puntos A y D ocupan la posición 
que se indica en la figura 18, con respecto a ellos no podrán hacerse 


с 8. 


FIG. 18 


los razonamientos que se dan en la demostración. Que los puntos de 
tangencia deben encontrarse entre А y B y entre C y D se puede de- 
mostrar, pero esto conduce a razonamientos bastante largos, por lo 
que es preferible utilizar la demostración que antes indicamos (véase 
la pág. 23). 

De este modo, a nuestra pregunta acerca de qué condiciones debe 
satisfacer una demostración para ser correcta, es decir, para poder ga- 
rantizar la veracidad de la proposición, debemos responder así: 

a) La demostración debe apoyarse ünicamente en proposiciones 
verdaderas, es decir, en los axiomas y en los teoremas ya demostrados. 

b) Todas las conclusiones de que conste la demostración deben es- 
tar bien construidas. 

c) Hay que tener siempre en cuenta el objeto de la demostración, 
es decir, el establecimiento de la veracidad de la proposición que se 
demuestra, y no sustituir esta proposición por cualquiera otra"). 


1) Como ocurrió en el ejemplo en la pág. 30. 
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9, En relación con la necesidad de cumplir estos requisitos es па» 
tural que se plantee la pregunta: ¿pero cómo encontrar la demostri- 
ción correcta? 

Vamos a dar varios ejemplos para resolver este problema. En pri- 
mer lugar, cuando recibimos una proposición geométrica para de- 
mostrarla, hay que destacar bien claramente LA IDEA PRINCIPAL que debe 
ser objeto de la demostración, Es frecuente que esta idea no esté cx- 

con suficiente claridad, Por ejemplo, tenemos la siguiente 
pr ión: “Demostrar que uniendo sucesivamente los puntos me- 
dios de los lados de un cuadrilátero se obtiene un paralelogramo”, 
¿Con qué podemos demostrar que, en efecto, se obtiene un paralelo- 
grumo? Para responder a esta pregunta recordaremos LA DEFINICION de 
paralelogramo como un cuadrilátero en el cual los lados opuestos son 
paralelos dos a dos. Por lo tanto hay que demostrar el paralelismo de 
los segmentos obtenidos, 

Después de destacar la proposición que debemos demostrar, del 
texto del teorema dado hay que separar aquellas condiciones que 
se dan en el mismo y que necesitamos para la demostración. En 
nuestro ejemplo se dice que unimos LOS PUNTOS MEDIOS de los lados 
del cuadrilátero, lo que quiere decir que en los lados del cuadrilátero 
se toman los puntos que dividen cada lado en dos partes iguales, 

Todo esto lo formalizaremos de acuerdo con la escritura simbólica 
que se emplea generalmente en la práctica escolar y que se incluye ba- 
jo las rübricas "Se da" y "Hay que demostrar", Así, en nuestro ejem- 
plo, si tenemos el cuadrilátero ABCD (fig. 19) y M, N, P, Q son los 
puntos medios de sus lados, nuestro teorema puede escribirse así: 

st pA: en el cuadrilátero ABCD MA = MB, NB = NC, PC = PD 

QD = QA. 

нау que Demostrar: МУРО y MQ|NP. 

Una vez que esto se ha escrito, comienza la demostración del teo- 
rema. Para hacerla hay que utilizar los axiomas y teoremas ya estable- 
cidos y a la vez ( y esto debe recordarse perfectamente) las correlacio- 
nes esenciales que se indican en las condiciones del teorema. 

10. Pero, ¿cómo hallar el orden de los razonamientos que debe 

.. enlazar la proposición que se demuestra con las verdades antes esta- 
blecidas y con las condiciones del teorema? ¿Cómo elegir, entre el 
E idee de proposiciones distintas, precisamente aquellas que 
(0 pued para demostrar nuestro teorema? 
. Lomás 
que 


razonable en nuestra búsqueda es partir de la proposición 
2% demostrar ін 
qué proposi obtenerse la proposición Lad de- 


y plantearse el problema así: ¿cómo conse- 
оз dicha proposición y ésta es consecuencia de 


ы. 
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las condiciones y de teoremas demostrados ya, nuestro problema esta- 
rá resuelto, Si no es asi, volveremos a plantearnos la misma pregunta 
pero ya con respecto a esta nueva proposición y asi sucesivamente, 
ista via del pensamiento recibe en la ciencia el nombre de análisis. 


FIG, 19 


En cl ejemplo del cuadrilátero que nos ocupa hay que 

PAUfinlismo de ciertos segmentos, Al 255 vibe, 

1 estos segmentos unen entre sí los puntos medios de los lados 

hi cuadrilátero, Establecido esto, nos preguntamos: ente las ргорові» 
eee demostradas, ¿no hay alguna en que se hable del 

be o de los segmentos que unen los puntos medios de los 
Rind 9 un polígono? Una de estas proposiciones es el teorema 

lu mida linea media del triángulo, que dice que el segmento que 
lo ADS puntos medios de los lados del triángulo es parale- 
ie per rad lado e igual a la mitad de éste. En la figura 
oe ramos no hay tales os, Pero no es dificil cons- 
m d En azando, por ejemplo, la diagonal BD. Entonces obtenemos 
x. ie rare D y BCD, en los cuales los segmentos МО 
У NP hacen de lineas "n Ati Mg BD y NP|BD; por consiguien- 


. NP|MQ. Trazando қопа! demostrariamos de un 


aes 97 d: "TL 
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modo análogo que también MN || PQ. Sin embargo, esta segunda cons- 
trucción no es necesaria, ya que del primer par de triángulos tene- 


1 1 
mos que MQ — 39D yNP= ЗІ. ; por lo tanto, МО = NP, es decir, 


que los lados opuestos MO y NP del cuadrilátero МУРО no sólo son 
paralelos, sino iguales entre sí, de donde se deduce directamente que 
este cuadrilátero es un paralelogramo. 

Como segundo ejemplo tomaremos el conocido teorema de la su- 
ma de los ángulos internos del triángulo. En este caso en el texto del 
teorema no se incluyen ningunas condiciones especiales y por esto de- 
be escribirse únicamente aquello que hay que demostrar: en el AABC 
(fig. 20) a +B + y= 180". 


FIG. 20 


SS a 


ón que se demuestra vemos que ЛАУ 

los tres ángulos internos del triángulo. Esta suma convie 
ee on misma Refa. Construyamos en el vértice B del ogia 
В el ángulo у = Y. Entonces el lado BD del ángulo y' será рага e 
a AC, en virtud de la igualdad de los ángulos alternos internos à уа 
centes a la secante BC. Prolongando el lado AB más allá del pun 
obtenemos el Z CBE, que designaremos por a’. ol = x por ser aren o 
correspondientes formados por las mismas paralelas y la san n 
Así, tenemos que a' + B + y'= 180°, ya que estos ángulos m о Eug 
tituyen un ángulo llano. De aquí, en virtud de la igualdad de los ang 
los a' =a, y = y, obtenemos la relación que necesitábamos 


a4 B +y = 180°. 


En los ejemplos que hemos puesto se encuentran bastante 


Del contenido de la proposici 


pronto 


- 
Й 


ooo 


а la circunferencia circunscrita al AABC. 
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ЕЕ o LM 
las relaciones necesarias. Pero hay casos en los cuales esta relación se 


establece por medio de toda una serie de proposiciones auxiliares. En- 
tonces el análisis se hace más largo y dificil. 

» 11. Pondremos un ejemplo de análisis más complejo. Hay que de- 
mostrar la siguiente proposición (А.р. kiseLiov, Geometría, parte I, 
pág. 80, problema 13, ed. en ruso): Si a un triángulo se circunscribe una 
circunferencia y desde un punto cualquiera de ella se bajan perpendicula- 
res a los lados del triángulo, sus bases descansan en una recta ( recta de 
Simpson). 

Hagamos el análisis. Sea ABC el triángulo dado (fig. 21), M, el 
punto de la circunferencia circunscrita, y N, P, 0, las proyecciones res- 
pectivas de dicho punto sobre los lados BC, CA y AB del triángulo 


FIG. 21 


dado. 
EA Бау ADU quiis E N,P 14 О se encuentran еп una misma 
‘OF ión que ue di > 
en cuenta que la condición de que los аас N PO ers uis 
‚Р, a una 


misma recta i 1 
tenemos: equivale a decir que el ángulo NPQ es llano. Así, pues, 


Se da: 
da: MN.LBC, МРІСА, MQ.LAB; el punto M perteneciente 


ae 
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Hay que demostrar: / NPỌ = 180°. 

Observando el ángulo NPO vemos que está formado por 
£MPN=5, 4 MPA —90* y LAPO=a. La proposición quedaría 
demostrada si consiguiéramos demostrar que / NPQ = 64-90 + 
4+ о = 180°. Para esto basta demostrar que « + $ = 907. Considere- 
mos / CPN =a’. Como / МРС = 90°, tenemos que o' + 6 = 90”. Si 
logramos demostrar que a’ = o, el teorema estará demostrado. La 
igualdad buscada intentaremos establecerla examinando los nuevos 
ángulos, para lo cual aprovecharemos las condiciones del teorema. 
Los ángulos rectos APM y AQM se apoyan en el segmento AM, por 
esto la circunferencia construida sobre AM como diámetro, pasa por 
los puntos P y Q. En virtud de las propiedades de los ángulos inscri- 
tos, L АМО = LAPO = a. De un modo semejante, construyendo so- 
bre MC como diámetro una circunferencia, vemos que pasa por Py 
N y por la propiedad de los ángulos inscritos. L CMN = LCPN = о. 
Intentemos ahora demostrar que / АМО = / СММ. Para esto pres- 
tamos atención a que el cuadrilátero ABCM es inscrito y que, por lo 
tanto, la suma de sus ángulos opuestos es igual a 180°: 


АМС + 2 В = 180°, 


о bien m 


LAMQ 4 -QMC + В = 1807. 


Por otra parte, еп el cuadrilátero BOMN los ángulos en los puntos 
Q y N son rectos, por Jo que la suma de sus otros dos ángulos es igua 


a 180”: 
LOMN+L£B= 180°, 
o bien Q 


LQMC + LCMN + LB-180*. 
) obtenemos: 


Ingualando las igualdades (1) y Q 
AMQ + LOMC+ LB, 


LOMC+LCMN+LB=L 


de donde 
LCMN = LAMO, 
decir, а = a. қ 90°= 
UU mo ya vimos, se deduce quea+5=90", 2+ 57 
= 1807. 


= 180% y, finalmente, el 4 ХРО 


) 


Ұ) 
< 


4] 


A AAA 


Si tuviéramos que expresar de una manera consecutiva la marcha 
de la demostración, nos veríamos obligados a seguir el camino inver- 
so: primeramente demostraríamos que / АМО = LCMN, después 


estableceríamos las igualdades 
LAMQ- 2 МОМ y 2 СММ = 2 СРМ. 


Finalmente, de que С CPA = LCPN + L MPN + 90° = 180° ob- 
tendríamos que /. NPQ = L MPN + 90° + / АРО = 180°, es decir, 
que los puntos N, P y Q están en una misma recta. 

Este caso, inverso al análisis, de exposición de la demostración, 
que es el que se emplea de ordinario en los libros de texto y en clase al 
demostrar los teoremas, se llama sintesis. Exponer la demostración de 
los teoremas por el método sintético es más fácil y natural, pero no de- 
be olvidarse que para Buscar la demostración tenemos que hacer uso 
inevitablemente del análisis. 

Asi, el análisis y la síntesis son dos estados, inseparablemente liga- 
dos entre sí, de un mismo proceso, la estructuración de la demostra- 
ción del teorema dado. El análisis es el método para buscar la demos- 
tración, la síntesis, el método para exponer la demostración. 

Está _claro que cuando se busca la demostración de una 
proposición cualquiera no siempre es fácil hallar la sucesión necesaria 
de conclusiones. No se consigue siempre emprender de inmediato el 
camino correcto, y a veces hay que desechar el procedimiento fijado 
y pasar 54 otro. 

ondremos un ejemplo. Supon os que hay que ostrar 
proposición siguiente: “Si dos E e un do Son аса 
entre sí, este triángulo es isósceles”. Se da el ЛАВС en el cual las me- 
dianas AM y BN son iguales entre sí. Al principio puede parecer con 
veniente considerar los triángulos ABM y ABN y demostrar que 2 
iguales. Pero no es dificil ver que para esta demostración x faltan 
datos: sólo sabemos que AM — BN y que el lado AB is an 
es común en es- 


Ғог consiguiente, AANP = ABMP y AN= 


=P, = 
la M, PA=PB y LAPN= 2 BPM como opuestos Por el vértice. 


BM. Y como estos seg- 


— BC, que es lo que habiz 

La habilidad par 
tración se adquiere haciendo muchos 
rio resolv 


5, también será АС- 


y hallar por sí mismo la demos- 
ejercicios, para lo cual es necesa- 
emas sobre demostraciones. 


Con LA DEMOSTRACIÓN DIRECTA NOS convencemos de la veracidad de 
la proposición demostrada estableciendo una relación directa entre 
ella y las demostradas con anterioridad. 

Con LA DEMOSTRACIÓN INDIRECTA establecemos que, poniendo en du- 
da la veracidad de la proposición que se demuestra y tomándola por 
falsa, llegamos a una contradicción con las condiciones o con una pro- 
posición ya demostrada. Por esto la demostración indirecta se llama 
también demostración por REDUCCIÓN AL ABSURDO. l 

Hasta aquí hemos empleado preferentemente en nuestra exposi- 
ción la demostración directa. Veamos ahora algunos ejemplos de de- 
mostración por reducción al absurdo. 


FIG. 22 


id iterio 
tración del tercer егі j 
Como primer ejemplo daremos la demos \ i 
de igua a tri E r f d ce ue de 


a 
. а que na 
m onveniente, y 
аа sición no es С ili e 
mostrar este criterio por superpo los ángulos. Pero utilizando 


| ; 1980 de e este cr 
O iud alc también puede demostrars 
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odemos afirmar que el punto С” coincida con ее: 
od Paistos por esto que dicho punto ocupa la posición C . ER. 
los puntos С y C". El AACC” es isósceles (por la condición 67 
AC" = AC), el ABCC” también lo es (por la condición de que - 
— BC). La altura AM del triángulo isósceles AC C" pasa por M, punto 
medio del lado CC" (porque en el triángulo isósceles la altura coincide 
con la mediana). La altura BM del triángulo isósceles BCC" también 
pasa por el punto medio M del lado CC". Así obtenemos que por el 
punto M pueden trazarse dos perpendiculares, AM y BM, a la recta 
CC”. Estas perpendiculares no pueden coincidir, ya que esto significa- 
ría que los puntos A, B y M pertenecen a una misma recta, lo cual es 
imposible en virtud de que los puntos C y C" (y, por consiguiente, to- 
do el segmento) se encuentran a un mismo lado de la recta AB. 
Asi, hemos llegado a la conclusión de que si se admite que los pun- 
tos C y C' no coinciden, resulta que por un mismo punto M pueden 
trazarse a la recta CC" dos perpendiculares distintas. Pero esto con- 
tradice las propiedades de la perpendicular establecidas con anterio- 
ridad. Por lo tanto, al superponer los triángulos, el punto C' debe coin- 
cidir con el C obteniéndose que AABC = AA'B'C'. 
Como segundo ejemplo tomaremos la demostración de | 
ción antes citada de que si dos 
el triángulo es isósceles. 
Supóngase que tenemos el AABC y que sus bisectri 
y BN (fig. 23). yq sectrices son AM 
Escribimos el teorema. 


SAARC “САМ = £L BAM; LCBN = LABN y AM = 


a proposi- 
bisectrices de un triángulo son iguales, 


HAY QUE DEMOSTRAR: AC = BC. 
La demostración la hacemos por el métod i 
do. Supongamos que el triángul $ i Бедел a ue 


segmento ND, igual y paralelo a 
/ АМ. 
AMDN será un paralelogramo y, Ман 


ntonces el 
EZ 722! Uniendo B con D 


t cuadrilá 
por consiguiente, Mp — AN e 


Puesto que ND — anes Remo el ABDN, que sera 


ISÓSCELES, 


Or Otra parte, en el ABDM el lado 


r el punto N el y 
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MD = AN. pero AN > BM y, por lo tanto, MD > BM, de donde tam- 
bién es L7 > £6. Al mismo tiempo £4 > 45, ya que (LS — (EN = 
=/1,y £4= L3, pero £32» L 1. Si se suma la desigualdad obteni- 
da L7> L6y L4> L5, obtenemos: /.4-- 47> 25+ 26, es de- 
сі. ¿BDN> LDBN. Hemos obtenido, pués, que los ángulos 


adyacentes a la base del triángulo isósceLEs BDN no son iguales. Esta 
contradicción hace que renunciemos a la suposición de que AC > BC. 
De un modo análogo podríamos refutar que BC > АС. Así, pués, 
AC — BC. 

Estos ejemplos esclarecen suficientemente el carácter de las de- 
mostraciones por reducción al absurdo. A este tipo de demostraciones 
suele recurrirse cuando al buscar argumentos se descubre que la de- 
mostración directa es dificil y, a veces, imposible de hallar. 

En este caso se toma una proposición que contradiga aquella que 
hay que demostrar y, por medio del análisis, se procura hallar un or- 
den de conclusiones que conduzca a una proposición que se encuentre 
en clara contradicción con cualquiera de las ya establecidas. A propo- 
siciones claramente contradictorias hemos llegado en los dos ültimos 
ejemplos: en el primero llegamos a la conclusión de que por un cj 
to pueden trazarse dos perpendiculares a una recta, y en el segundo, 
a que los ángulos adyacentes a la base de un triángulo isósceles no son 


iguales entre sí. 


d 


ers aa ee --- - 
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$ 4. ¿QUÉ PROPOSICIONES 
DE LA GEOMETRÍA PUEDEN ADMITIRSE 
SIN DEMOSTRACIÓN? 


1. Respondamos ahora a la última pregunta planteada en la intro- 
ducción: ¿qué proposiciones de la geometría pueden admitirse sin 
demostración? 

A primera vista esta pregunta parece muy fácil. Cada cual puede 
decir que sin demostración pueden admitirse los axiomas y como tales 
pueden tomarse las proposiciones cuya veracidad ha sido demostrada 
muchas veces y no ofrecen duda alguna. Pero cuando queremos elegir 
prácticamente las proposiciones correspondientes, nos encontramos 
con que hacer esto no es tan fácil. 

En la actualidad se conoce un número muy grande de proposicio- 
nes geométricas que fueron sometidas a comprobación práctica tantas 
veces, que es poco probable que alguien pueda poner en duda su vera- 
cidad. Pero de esto no se deduce, naturalmente, que todas estas pro- 
posiciones tengan que ser admitidas como axiomas. Para nosotros es 
indudable, por ejemplo, que por dos puntos no puede trazarse nada 
más que una recta; que por un punto dado puede trazarse a una recta 
una, y solamente una, perpendicular; que la suma de dos lados de un 
triángulo es mayor que el tercer lado; que dos segmentos iguales a un 
mismo tercer segmento, son iguales entre sí; que la distancia entre dos 
líneas paralelas es igual en todas partes, etc. Está claro que el número 
de estas proposiciones podría aumentarse en muchas veces. ¿Por qué 
todas estas proposiciones no se admiten como axiomas? De hacer así 
se simplificaría mucho la exposición de la geometría, muchas demos- 
traciones serían innecesarias, etc. 

Pero el desarrollo de la geometría no ha seguido este camino; al 
contrario, los geómetras han procurado reducir al mínimo el número 
de axiomas y todo el restante contenido de la geometría se infiere, por 
vía deductiva, de este pequeño número de verdades fundamentales. 

¿Por qué se eligió precisamente este camino, más dificil y complejo 
al parecer, para construir el sistema de conocimientos geométricos? 

La tendencia a construir la geometría a partir del menor número 
posible de axiomas se debe a toda una serie de causas. En primer lu- 
gar, al disminuir el número de axiomas aumenta, naturalmente, la im- 
portancia de cada uno de ellos por separado, ya que no puede olvidar- 
se que estos axiomas deben encerrar en sí toda la futura geometría, 
que debe deducirse de ellos. Por esto, cuanto menor sea el número de 
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axiomas, tanto más generales, profundas e importantes serán las pro- 
piedades de las formas espaciales que ponga de manifiesto cada axio- 
ma de por Si. 

Otra causa importante, que obliga a reducir en lo posible el nüme- 
ro de axiomas, es la circunstancia de que cuanto menor sea dicho nú- 
mero, tanto más fácil será comprobar su veracidad y seguir el cumpli- 
miento de aquellas condiciones que se imponen al conjunto de los 
axiomas (de ellas hablaremos más adelante). 

2. Asi, pues, se nos plantea el problema de elegir el nümero menor 
posible de proposiciones fundamentales, más generales e importantes, 
de la geometría que admitiremos como axiomas. ¿Qué debe servirnos 
de guía en esta elección? En primer lugar debemos tener en cuenta 
que esta selección no puede hacerse por orden, analizando un axioma 
tras otro, sin relacionarlos con otros axiomas. Debemos admitir no un 
axioma aislado, sino todo un sistema de axiomas ,ya que sólo este siste- 
ma puede reflejar correctamente las propiedades realmente existentes 
y la relación mutua de las principales formas espaciales del mundo 
material. 

Es natural que en este sistema pueden incluirse solamente verda- 
des comprobadas muchas veces que reflejen las leyes más generales 
y básicas de las formas espaciales. 

Una vez aceptado el sistema de axiomas, debemos prestar aten- 
ción a que no entren en él proposiciones que se contradigan entre si, 
ya que estas proposiciones no podrán ser verdaderas al mismo tiempo. 
No puede permitirse, por ejemplo, que en el sistema figuren a la vez 
los axiomas siguientes: "Por un punto no perteneciente а una recta se 
puede trazar una, y solamente una, paralela ala recta” y Por un punto 
exterior a una recta dada no se le puede trazar a la recta ninguna 
dn los axiomas no sólo no deben contadecirse unos as opm 
sino que también entre las consecuencias de ellos no debo hab à do 
proposiciones que se contradigan entre sí. Esta condici LA рі. 
que se impone al sistema de axiomas se llama condición de 

ción. ж. 

Беде la vez que a la condición de no contradicción debe рег 
se atención a que en nuestro sistema de axiomas no DE oa 
proposición que pueda ser demostrada apoyándose en Басов 
axiomas. Esta exigencia se comprenderá perfectamente si se r ae 
que queremos hacer que nuestro sistema sea mínimo, es decir, raria 
tenga el número menor posible de proposiciones sin demostra px 
proposición dada puede demostrarse apoyándose en hae 
з, ya no sei .un axioma, sino un teorema, y no habrá neces! 
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de incluirla en el sistema de axiomas. La exigencia de que el axioma 
sea indemostrable por medio de otros axiomas se llama condición de 
independencia. 

Sin embargo, cuando tendemos a hacer nuestro sistema de axio- 
mas lo menor posible, no debemos caer en extremismos y eliminar de 
él aquellas proposiciones en las cuales tengamos que apoyarnos nece- 
sariamente al exponer la geometría. . 

En esto consiste la tercera condición que debe satisfacer el sistema 
de axiomas, es decir, la condición de que el sistema'sea completo. Más 
exactamente esta condición se puede enunciar así: si el sistema es in- 
completo, siempre se le podrá anadir una nueva proposición (que con- 
tenga, claro está, los mismos conceptos fundamentales que los demás 
axiomas) que no dependerá del resto de los teoremas y que no los con- 
tradecirá. Pero si el sistema es completo, toda nueva proposición aña- 
dida a él y que contenga los mismos conceptos a que se refieren los 
axiomas, será consecuencia de estos axiomas o los contradecirá. 

3. Para que sea más fácil figurarse las condiciones de integridad, 
independencia y no contradicción que debe reunir el sistema de axio- 
mas, puede ponerse un ejemplo sencillo, que, aunque no es reflejo exac- 
to de las relaciones geométricas, tiene una buena analogía con ellas. 

Sea un sistema de ecuaciones de primer grado con tres incógnitas. 
-- А сада una de las incógnitas del sistema vamos а considerarla como 
un "concepto" determinado que requiere ser definido, y a cada ecua- 
ción, como una especie de "axioma" por medio del cual se establecen 
relaciones entre estos "conceptos". 

Supongamos, pues, que tenemos el sistema 


2х-у-22-3, 

A x+y+4z=6. 
Con este sistema, ¿pueden determinarse las incógnitas x, y, z? No, 
porque el número de ecuaciones es menor que el número de incógni- 


[ las. El sistema no satisface la condición de ser completo. 
Hacemos la prueba de corregirlo añadiéndole una ecuación más: 


‘ 


2x— у- 22-3, 


3 x+ y+4z=6, 


3x + 3y + 122 = 18. 


Observando atentamente el sistema obtenido nos convencemos de 
que la introducción de la ecuación nueva no ha cambiado las cosas, 
porque la tercera ecuación es una simple consecuencia de la segunda 


y no reporta ninguna relación nueva. El sistema no cumple /a condi- 
ción de independencia. 

Cambiemos ahora la tercera ecuación y examinemos el sistema 
siguiente: 


x+ pt 42-6, 
3x + 3y + 122 = 15. 


Volvemos a convencernos de que este sistema tampoco sirve рага 
determinar las incógnitas. 
En efecto, dividiendo por 3 los dos miembros de la ültima ecua- 
ción, obtenemos: 
х+у+ 4 = 5. 


La segunda ecuación nos da: 
x+y+42=6. 
ecuaciones puede creerse? Está claro que se tra- 


¿Cuál de estas dos r 
dictorio, del cual no pueden deducirse tampoco 


ta de un sistema contra 


las incógnitas. ; 
Si, finalmente, examinamos el sistema 


2x-y-22=3, 
х+у+42 = 6, 
2x + y + 52 = 8, 


es fácil convencerse de que el sistema tiene una solución ünica & = 2 
у= 13у2= — 3), es decir, es un sistema no QU ULM bos ee 
diente y completo. Si a este sistema Se le añade una gam fre ns 
que relacione entre sí x, y, 2, esta última será consecuencl 


i dadas o las contradecirá. 
еа puede verse que la elección de los axiomas que SEES 
constituir la base de la geometría dista mucho de ser arbitraria ae 
esta sometida a exigencias muy serias. El trabajo pao establecer 


n finales del 
tema necesario de axiomas de geom dos cientifi- 


i esta direcci E 
HM A té definitivamente acabado. El са 


i i i isten : 
so es que, sometiendo el sistema de axiomas exis z 
istemática, los científicos descubren de vez en cuando que en este $! 
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y así sucesivamente. Todas estas investigaciones tienen gran interés 
para la ciencia, ya que están orientadas a esclarecer qué propiedades 
más generales, profundas e importantes de las figuras espaciales de- 
terminan todo el contenido de la geometría. 

Para dar cierta idea del sistema de axiomas de la geometría mo- 
derna nos referiremos primeramente a la exposición de la geometría 
que se hace en la escuela y veremos sobre qué axiomas se estructura 
y qué axiomas le faltan. Al hacer esto nos limitaremos a los axiomas 
de la planimetría. 

La exposición del curso de geometría empieza en la escuela por la 
explicación de los primeros conceptos: cuerpo, superficie, línea y pun- 
to, Después, de entre todas las líneas se destaca la recta, y de entre to- 
das las superficies, el plano. Los primeros axiomas del curso escolar 
establecen las relaciones entre el punto, la recta y el plano. Estos axio- 
mas pertenecen al grupo de los axiomas de combinación, que es el pri- 
mer grupo del sistema completo de axiomas de la geometría. 

Los axiomas de este grupo establecen cómo se “combinan” entre 
sí las principales imágenes geométricas : por cuántos puntos se de- 
terminan la recta y el plano, qué condiciones son necesarias para 
que una recta pertenezca a un plano, etc. 

Del grupo de los axiomas de combinación, en el curso escolar sólo 
se mencionan dos: 
p 1) Por dos puntos puede trazarse una, y solamente una, recta. 
г 2) Si dos puntos de una recta pertenecen a un plano, toda la recta 
|м pertenece también al plano. 
“ Al mismo tiempo, consciente о inconscientemente, solemos em- 
t plear también otros axiomas de combinación, de los cuales son nece- 
sarios para fundamentar la planimetría los siguientes: 
P 3) En cada recta hay por lo menos dos puntos. Este axioma, como 
puede verse, contiene una exigencia muy limitada. Sin embargo, más 
> adelante podrá demostrarse, valiéndose de los axiomas de orden, la 
y existencia de una cantidad innumerable de puntos en la recta. 
4) En un plano existen por lo menos tres puntos que no se encuentran 
en una misma línea recta. Este axioma también contiene una exigencia 
mínima, basándose en la cual podrá demostrarse luego que existe una 
cantidad innumerable de puntos en el plano. 
Y 5. Pasamos al segundo grupo de axiomas, totalmente ausente en 
1 curso escolar, aunque a cada paso hay que emplearlos. Los axiomas 
ste grupo se llaman axiomas de orden. En estos axiomas se descri- 
s leyes a que se subordina la posición mutua de los puntos en la 
la posición mutua de los puntos y Jas rectas en el plano. Estos 


5 105 empleamos frecuentemente aunque de forma no clara. Si, 
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j necesitamos prolongar un segmento, lo hacemos, porque 


/ sabemos que un segmento siempre se puede prolongar en uno y otro 


LA 


Si unimos dos puntos que se encuentran a distintos lados de una 
recta, estamos seguros de que el segmento obtenido cortará a dicha rec- 
да. En esto nos apoyamos, por ejemplo, al demostrar el teorema de la 
Ж de los triángulos si tienen ibüales dos de sus lados y el 
que se encuentra enfrente de uno de estos lados (véase la 
fig, 12). Otro ejemplo : estamos seguros de que la bisectriz del án- 
gulo interno de un triángulo corta necesariamente el lado opuesto, 
Es indiscutible que en todos estos casos nos encontramos con he- 
isamente ellos nos indican que existen 
ciertas fundamentales de las figuras geométricas, que uti- 
lizamos constantemente y que por lo tanto hay que dar a conocer co- 
mo axiomas. 
Los axiomas que definen la posición de los puntos en la recta están 
ligados a los concept fundamentales de "anteceder" y "suceder" y se 
enuncian asi: 
1) De dos puntos que se encuentran en una misma recta, cualquiera 
de ellos puede tomarse como antecedente, entonces el segundo será 


consecuente. 


owe Wu 
B 


neas. Tomemos, por ejemplo, una circunferencia (fig. 24) y siguiéndola 
en la dirección del movimiento de las agujas del reloj, pongamos suce- 
sivamente los puntos A, B, C; entonces nos convencemos de que en la 
circunferencia el punto A antecede al B, el punto B antecede al C, y el 
- punto C antecede al A. Con la disposición antes indicada de los pun- 
tos A, B y C en la recta, decimos que B se encuentra entre A y € (fig. 


25). 


t FIG. 25 


3) Entre cada dos puntos de una recta existe siempre otro punto de 
la misma recta. 

Aplicando sucesivamente este axioma a dos puntos de una recta 
(que existen en virtud del segundo axioma de combinación), después 
a cada uno de los intervalos obtenidos y así sucesivamente, obtenemos 
que entre cada dos puntos de una recta existe una cantidad innumera- 
ble de puntos de esta misma recta. 

La parte de recta a la cual pertenecen dos puntos y todos los pun- 
tos intermedios entre ellos, se llama segmento. 

4) Para cada punto de una recta existe tanto un punto precedente 
como un punto consecuente. 

De este axioma se infiere la posibilidad de prolongar un segmento 
de recta en uno y otro sentido. De aquí se deduce también que en una 
recta no hay punto que preceda a todos sus demás puntos o siga a to- 
dos los puntos restantes, es decir, que la recta no tiene extremos. 

La parte de una recta que contiene un punto dado y todos los que 
le anteceden o un punto dado y todos los que le siguen, se 

llama rayo o semirecta. 

La posición mutua de los puntos y rectas en el plano se determina 
рог el siguiente axioma, llamado “axioma de Pasch", en recuerdo del 
matemático alemán que lo enunció por vez primera: 

5) Dados tres puntos que no estén en una misma recta, toda recta del 
plano que no pase por estos puntos y que corte uno de los seg- 
determinados por ellos, cortará además a uno, y solamente 

de los otros segmentos (fig. 26). 

¡éndose de este axioma se demuestra el teorema de la división 

la recta en dos semiplanos. Damos la demostración de 

como ejemplo de demostración rigurosa, apoyada sola- 
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mente en un axioma y en proposiciones ya demostradas. El teorema lo 
enunciaremos del modo siguiente. 

Toda recta que pase por un plano divide todos los puntos del plano 
| no pertenecientes a ella, en dos clases, de tal modo, que dos puntos de una 
| misma clase determinan un segmento que по corta а la recta, y dos рип- 
tos de clases distintas determinan un segmento que corta a la recta. 


| 


Al hacer esta demostración emplearemos, para simplificar la escri- 
tura, ciertos signos especiales que es necesario recordar. 
El signo c significa pertenencia: А c a, “el punto А pertenece a F 
recta a”. El x significa intersección: AB x a, “el segmento 28 с а 
a la recta а”. Una raya trazada horizontalmente sobre una correlaci x 
significa su negación: A c a, “el punto A no pertenece a la recta a es 
signo .- significa conclusión, "por lo tanto Ie Establecido esto ma 
mos a demostrar el teorema. Ante todo advertimos que si tres Бак А 
están en una misma recta, para ellos se cumple una proposición un ga 
-al axioma de Pasch: una recta que corte a uno de los tres segmento: 2 
erminados por estos puntos, cortará además a uno, y solamente n 
tros segmentos. Esta proposición es fácil de demostrar apoy i 
el axioma de la distribución de los puntos еп santo 
| efe o, silos puntos A, B, C están en una misma recta y °. Р А 
cu ntra entre A y C, todos los puntos de los нуре E 
en al segmento AC, y cada punto del segmento i. 
3 o a BC. Por lo tanto, una recta qué us 
EIE iamente a AC, y una recta d 
еп a AB o a BC. 
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Supongamos ahora que en un plano tenemos una recta l. Hay que 
demostrar lo siguiente: 


1) Valiéndose de la recta l, los puntos del plano no pertenecientes 
a esta recta pueden dividirse en clases. 


Š 2) Las clases pueden ser dos y solamente dos. 
3) Las clases poseen las propiedades que se indican en el teorema. 


FIG. 27 
а... Ss aa 


Para establecer esto, fuera de la recta | tomamos un punto A (fig. 
27) y admitimos las siguientes condiciones: 

a) el punto A pertenece a la primera clase (que designaremos por 

1/» 

b) un punto no perteneciente a l será de la primera clase, si dicho 
punto determina con el punto A un segmento que no corte a l; 
. €) un punto no perteneciente a 1 será de la segunda clase (que de- 
% emos por K3), si determina con el punto A un segmento que cor- 
Es fácil convencerse de que existen puntos de una y otra clase. Pa- 

Ta esto tomamos еп la recta І el punto P y trazamos la recta PA. El 
. Tayo con vértice en P, que contiene al punto A, sólo contiene puntos 
rimera clase, ya que el punto de intersección P se encuentra fue- 
de los segmentos determinados por el punto A y los demás puntos 
‘Tayo. El rayo opuesto con el mismo vértice sólo contiene puntos de 
gunda clase, porque el punto de intersección P está dentro de to- 


22% 


E 
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to A y por los puntos de es- 


eterminados por el pun 
o pus con cualquier punto de la recta | obtenemos una 
te rayo. 


tidad innumerable de rectas que contienen puntos de la primera 
can 


Ac seen. no haber dos, ya que con respecto à cualquier seg- 
um con un punto no perteneciente à I podemos hacer só- 
"e proposiciones: el segmento corta a 1,0 no la corta, una tercera 
. es imposible. 
: Demostremos 
D diciones del teorem 

1) Ambos puntos per 
Como B c K,, ABXÍ, yc 
axioma de Pasch, BC x 1. 

2) Ambos puntos pertene 
Como D c K;, AD x l, y co 
axioma de Pasch DE x 1. 

3) Los puntos pertenecen а clases d 
Como B c K,, AB x l, y como DcK; Архі. 
axioma de Pasch, BD x l. 

El teorema queda demostrado. : 

La parte de un plano que contiene todos los puntos de una misma 
clase se llama semiplano. ; 

Advertimos que la demostración de este teorema podía haberse 
hecho sin utilizar en absoluto el dibujo. Este ültimo sólo ayuda a se- 
guir la marcha de los razonamientos y a retener en la memoria las co- 
relaciones obtenidas. Por otra parte, esta advertencia puede referirse 
a cualquier demostración suficientemente rigurosa. 

6. El siguiente, tercer grupo de axiomas de la geometría está rela- 
cionado con el concepto de igualdad. En el curso escolar de geometria, 
la igualdad de las figuras en el plano se establece por medio de la su- 
perposición de una figura a otra. 

_ El libro de texto oficial de geometría, acerca de esta cues : 
. . losiguiente : "Las figuras geométricas pueden trasladarse en el espacio 
«sin sufrir ninguna variación. Dos figuras geométricas se llaman igua- 
si trasladada una de ellas en el espacio puede hacerse coincidir con 
gunda de tal modo, que ambas figuras coincidan еп todas sus 


es” 


finalmente que las clases K, y K; satisfacen las con- 
a. Veamos los siguientes casos: 

tenecen a la primera clase: B c K, y Gok; 
omo C c K,, AC x 1. 2. basándose en el 


cen a la segunda clase: D c K, y Ес К. 
mo Ec K,, AE x l. 2. basándose en el 


istintas: Bc K, y Dc K;. 
. basándose en el 


tión, dice 


imera vista esta definición de igualdad parece totalmente com- 

pero si se analiza atentamente no es dificil descubrir en ella 
© vicioso. En efecto, para determinar la igualdad de las li- 
tenemos que hacerlas coincidir una con otra, y para hacerlas 
cidir tenemos que trasladar una figura en el espacio, permaneción” 


Ve, 
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do ésta invariable durante el proceso del traslado. Pero, ¿qué significa 
“permanecer invariable”? Esto quiere decir que la figura, durante to- 
do el tiempo, sigue siendo igual a cierta imagen inicial suya. Así resul- 
ta que el concepto de “igualdad” lo determinamos por medio del tras- 
lado de una “figura invariable”, y el concepto de “figura invariable”, 
por medio del concepto de “igualdad”. 

Por esto es mucho más racional basar la igualdad de las figuras en 
un grupo de axiomas referentes a la igualdad de los segmentos, ángu- 
los y triángulos. 

Los axiomas que establecen las propiedades de la igualdad de los 
segmentos son los siguientes: 

1) En una recta dada, en un sentido dado y a partir de un punto tam- 
bién dado puede tomarse un segmento, y solamente uno, igual a un seg- 
mento dado. 

2) Cada segmento es igual a sí mismo. Si el primer segmento es igual 
al segundo, el segundo es igual al primero. Dos segmentos iguales a un 
mismo tercer segmento son también iguales entre sí. 

3) Si A, B y C están en una misma recta, A’, B' y С” también están en 
una misma recta y si AB — A'B', BC — B'C', será también AC — A'C'. 

En otras palabras, si a segmentos iguales se añaden otros segmen- 
tos iguales, las sumas también serán iguales. 

Axiomas totalmente iguales se cumplen en los ángulos. 

4) Sobre un rayo dado, en un semiplano también dado, puede cons- 
truirse un ángulo, y solamente uno, igual al dado. 

5) Cada ángulo es igual a sí mismo. Si el primer ángulo es igual al se- 
gundo, el segundo es igual al primero. Si dos ángulos son iguales a un 
mismo tercero, son también iguales entre sí. 

6) Si a, b, c son unos rayos con vértice comun, a', b', c' son otros ra- 
yos con vértice común y Lab= La'b' y £ bc Lb'c’, será tambien 
асас“ 

En otras palabras, si a ángulos iguales se añaden ángulos iguales, 
las sumas también serán iguales. 

Finalmente, para fundamentar la igualdad de triángulos se intro- 
duce un axioma más al tercer grupo. 

7) Si dos lados y el ángulo comprendido entre ellos de un triángulo 


_ Son iguales respectivamente a dos lados y al ángulo comprendido entre 


ellos de otro triángulo, en estos triángulos también son respectivamente 


s iguales los otros ángulos. Por ejemplo, si tenemos AABC y ЛА'В'С' 


en ellos AB — A'B', AC = A'C' y LA = LA', serán también 2 B= 
LB y LC=LC. 

asándose en estos siete axiomas se demuestran primero los prin- 
Criterios de igualdad de los triángulos y después todos los teo- 
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igualdad de las figuras que en ellos se fundan. Con esto ж” tra la importancia extraordinariamente grande de los axiomas de con- 
ae utilizar en ninguna parte el procedimiento de superpo- = tinuidad. Además, sobre estos axiomas se ha construido toda la teo- 
b» E que es innecesario. па de la medición de las magnitudes geométricas. 
sición, pu demuestra el primer criterio de la El grupo de axiomas de continuidad contiene los siguientes 


plo, cómo se : 
axiomas: 


Veamos, por SE es Е 
a ; $ 
Ее C' (fig. 28) los triángulos dados, en los cuales F 1) AXIOMA DE ARQUÍMEDES. Si se dan dos segmentos de los cuales el 
= AB, АС= АС y LA = LA’. Hay que demostrar que todos primero es mayor que el segundo, repitiendo el segmento menor como su- 
AB=A'B, mando un número de veces suficientemente grande, siempre podemos ob- 
СС == AAA tener una suma que supere al segmento mayor. Resumiendo, si a y b son 
B с dos segmentos y a > b, existe un número entero n que hace que nb a. 
El axioma de Arquímedes figura en el libro de texto oficial en el 
capitulo dedicado a la medición de segmentos. El procedimiento para 
buscar la medida comün de dos segmentos por trazados sucesivos del 
menor, que mencionamos antes, se apoya en el axioma de Arquime- 
des. En efecto, por este procedimiento el segmento menor se lleva so- 
bre el mayor y el axioma de Arquímedes nos da la seguridad de que 
haciendo trazados sucesivos de aquél, la suma de los segmentos meno- 
res acabará superando al segmento mayor. 
Directamente del axioma de Arquímedes llegamos a la conclusión 
| de que si el segmento а es mayor que el segmento b, siempre existe un 


FIG. 28 


número entero n que hace que $ <b. 
- El segundo axioma de continuidad se Пата AXIOMA DE CANTOR 
O AXIOMA DE ENCAJE, Cuyo enunciado es: 
— 2) Si se tiene un sistema de segmentos en el cual cada consecuente 
está dentro del que le antecede y si en este sistema siempre puede encon- 


los demás elementos de estos triángulos son también iguales. Por РЫ 
axioma 7 obtenemos inmediatamente que /.В- LB y LC=LC. 
Nos queda por demostrar que también BC = BC. Supongamos que 
BC # BC’. Entonces, sobre el lado В.С” y a partir del A EE 
e DER БЕ trarse un segmento menor que cualquier segmento dado, existe un punto 


i ТІ. E 

n EA us yum CES ian SD тес. único que se halla dentro de todos estos segmentos. 

to son también iguales entre sí, por lo tanto L B'A'C" =LBAC: не А ж 
mos obtenido que sobre el rayo A'B’, en un mismo semiplano, Se 
construido dos ángulos diferentes iguales a un mismo ángulo A, pc 
contradice al axioma 4. Así, renunciando a la proposición BCADBC»> 
- Obtenemos que BC = ВС. la 

demuestran los demás teoremas sobre 


De un: pode semejante se 
las figuras : 
adelante la exposición de la geometría elemental s 212 
n la necesidad de tener que introducir un grupo 3 de 
as, el de los llamados axiomas de continuidad. Los problemas de 
jn d : T tersección 
este grupo 


a hacer una demostración de cómo se aplica el axioma de Can- 
mos el siguiente ejemplo. Tomamos el segmento 408 (fig. 29) 

to medio llamaremos B, y hallamos el punto medio del seg- 
B;, que llamaremos A,. Después tomamos el punto medio қ 
al cual le llamaremos B; y hallamos el punto medio del seg- 
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mento A,B,, que designaremos por A,. Luego tomamos el punto me. 
dio de A,B,, que designaremos por B, y buscaremos el punto medio 
de A,B,, al cual le llamaremos Aj. Después tomaremos el punto me. 
dio de А,В, y asi sucesivamente ™. Los segmentos А,В, A,B,, A, B, 


resta una unidad, el quebrado aumenta y se hace igual a 5 


precisamente: 


A;B,, -~ etc., son un sistema de segmentos encajados. En efecto, cad 1+4+4 + +4"! 114,49 Е 
| ы? 44.42 +47) 

to consecuente se halla dentro del que le ant i Ж A _— a 00 
m l q antecede y es igual a 44-1 4-004444 4 .. ra) 

T de éste. Por lo tanto, la longitud del segmento A,B, es igual а : 1 

4 ES 
1 І 3 
la longitud de A,B, = — AoBo. A,B, = —- ABs, ... 
| AoBo d MT IE Oen ep not дайды gor Por otra parte, a los puntos В), B,, B,, ..., B, corresponde 
| A respectivamente los valores numéricos ? 
| ё A.B, = m. pect 
1 2 1 1 1 11 


| Del axioma de Arquimedes se deduce que la longitud obtenida 


Ae cuando n es suficientemente grande, puede llegar a ser menor 
| que cualquier segmento dado. De este modo, todas las condiciones del i NE l 
| axioma se cumplen y existe un punto ünico que se encuentra dentro de 
| todo el sistema dado de segmentos. Este punto no es dificil de señalar. 


1 El valor numérico correspondiente al punto B, puede escribirse tam- 
En efecto, si se toma el punto M a A. del segmento A,B,, es decir, de 


- bién de la forma: 
т: 
22 


> Dd 1 1 1 1 
— -— CAZA жә!| PS | «-- = 7 E 
2) - (r-r) 


modo que AgM = i А,В, este punto será el buscado. Efectivamente, 


А i ia del eje numérico y el 
si el punto Ay se toma como origen de referencia X i p ee i ы a i 
є 2-49 16.32 " "oe ooo 


te los valores numéricos 
1 1 5 1 1 1 21. 


segmento AB, sc acepta como unidad, a los puntos Ay, 42, Аз, =» An 
corresponderán respectivamen 


Si se suman estos números obtenemos: 


1 д 
— =* 327 =++— >= А» - 
ЧИМ ie n mr 240 

w 22n*1 ; 


144-4 - + 
4" 


í uí no es dificil obtener que cada uno de los valores numéricos, 
spond . И 

E. 9 ле. ; 8 1 ads los puntos B,, B,, ..., B,, es mayor que EX Aumen- 
р - jogbrados 5 теп € Жай quebrados se ) Merino del quebrado en una unidad, disminuimos el 


+ » ue . En este caso utilizamos la fórmula 
ento А,В; no cabe ya en el dibujo, hay * b)a*- euh bat b 2 abt Б). 


| 


„quebrado y obtenemos: 
DAN —- 02A 7 1 14929 =2 n 
22611. ] 


—-2 425-241 _ 


204. 22071422072 — e 220321502 7— 251 iN 


SS GOR > —— 433192 23113 "4 ] 
(2+ 00-2" 1122-2. 3427-241 3 


Así, todos los valores numéricos correspondientes a los puntos B,, B;, 


1 
В,.....В,, . Son mayores que 7. De esto se deduce que el punto M, al 


1 1 
cual corresponde el valor numérico > se halla dentro de cada uno de 


los segmentos A,B,, А,В;, ..., А,В, .. Por lo tanto este es el único 
punto determinado por la sucesión de estos segmentos. 
Pasemos ahora a la demostración del teorema fundamental de la 
intersección de una recta con unà circunferencia. 
Recordaremos que una circunferencia se determina por su centro 
y su radio. Los puntos del plano que se encuentran a una distancia 
del centro menor que el radio, se llaman internos CON respecto a la 
circunferencia, y los que se hallan a una distancia del centro mayor 
que el radio, se llaman externos con respecto a la circunferencia. El 
ental se enuncia asi: 
E que una un punto interno, con respecto a p 25; 
cunferencia, con otro externo, tendra con la circunferencia un punto 
lamente uno. y . 
E ono: que se nos da una circunferencia con centro А 2 ^ 
r, A es el punto interno (OA < r), y Bes el punto externo Өле 
(fig. 30). Demostraremos ante todo que si en AB existe un lan о 
cuya distancia respecto de O es igual al radio, este ponto 5 а 
En efecto, si el punto М existe, existirá también el punto RUE 
al M con respecto a la perpendicular bajada desde EE. 
siendo M'O — MO =r. Por la propiedad de las QDlicuss e a año 
a la recta AB, todos los puntos internos de CNET 
untos internos de la circunferencia, y m is 
M'M serán también puntos externes e dide 
Por esto el punto A deberá estar siempre entre los P 


y M, y en el segmento AB podrá haber solamente un punto М- 


- Eu ue ------ 
б 1) En este caso utilizamos la fórmula mS 
ati (a + bya?" — ar tb c a?" *b* — х. ab 
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Una vez establecido esto, dividimos el segmento AB por la mitad 
y comparamos con el radio la distancia desde el punto obtenido hasta 


el centro. Si esta distancia resulta ser igual al radio, el teorema estará 
demostrado. Si dicha distancia es menor que el radio, el punto será in- 


= terno y le llamaremos 41. Si la distancia es mayor que el radio, el pun- 
to será externo y le llamaremos B,. 
p 
fe 
——— 
A, B, B 
M' І М 

| 

| 

| 

| 

| 

І 

| 

| 

| 

| 

| 

to 
FIG. 30 


Después tomaremos el punto medio del segmento A,B (o АВ,), 
con respecto al cual también serán posibles tres casos: la distancia 
desde él hasta el centro es igual al radio, y entonces el teorema estará 
demostrado, o será menor que el radio, y entonces designaremos este 
punto por A con el número correspondiente como subindice, o será 
mayor que el radio, en cuyo caso lo designaremos por B con el nüme- 
го correspondiente como subíndice, Prosiguiendo ilimitadamente este 
AES, obtenemos que o bien la distancia desde el centro hasta uno 
de estos puntos será igual al radio, y entonces el teorema estará de- 
mostrado, o bien todos los puntos designados por las letras A,, A>, 


pecan internos y los designados por las letras B,, B3, .., By ... SE- 
externos. Pero en este ültimo caso obtenemos un sistema de seg- 

itos que satisfacen las condiciones del axioma de Cantor, ya que 
Segmento consecuente se encuentra dentro del que le antecede 
de cada consecuente es dos veces menor que la longitud 
nte. Por lo tanto, existe un punto ünico situado dentro 
segmentos. Como este punto se encuentra entre todos 
Internos y todos los externos del segmento, no podrá ser ni 
externo; por consiguiente será un punto de la circunfe- 


E e р —Ó ——— 


ж M 


De este teorema se deduce en particular que si la distancia desde el 
centro de la circunferencia a una recta es menor que el radio, esta rec- 
ta tiene con la circunferencia dos, y solamente dos, puntos comunes, 
En efecto, sea O el centro y r el radio de la circunferencia (fig. 31). La 
distancia OP desde el centro hasta la recta | es menor que el radio; por 


FIG. 31 
EE 


consiguiente, P es un punto pons Tomemos sobre la recta l, a partir 
P, el segmento S i 
i m en el eagle rectangulo OPQ la hipojenus 00 E mayor 
que el cateto PQ =r, tenemos que 00 >ry, рор о о Poe 
punto externo. Por el teorema antes demostado,e Ee AUI 
ne con la circunferencia un ünico punto comun d ra DP LEE 
común A' es simétrico al A con respecto а la perpe Santos CE 
todos los puntos internos del segmento АА! son Em e OEO 
nos de la circunferencia y todos los puntos ki dm eo cies con * 
respecto a la misma, la recta l no tiene otros pu 


i ferencia. A А de Cantor 
proposiciones análogas a los axiomas de De EM са зер 
pueden demostrarse para arcos de circunferencia, 65 > 

ero de veces sufi- 


mostrarse que: т 
1) Repitiendo un arco dado como sumando un n то alquier arco 


u 
cientemente grande, podemos obtener un arco mayor q 
dado previamente. E E 
2) Si se tiene un sistema de arcos еп s 
halla dentro del anterior y si en dicho sistema puede ene Б 
un arco menor que cualquier arco dado, existe un P 
de todos estos arcos. 


uente se 
re 


dentro 


ec 
ual cada arco Consec" 
cual ca о rarse siemp 


ue esta 
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P Apoyándose en estas proposiciones es fácil demostar el teorema 

— - fundamental de la intersección de las circunferencias: 
Si А es un punto interno y В un punto externo con respecto a una p 

cunferencia dada, el arco de cualguier otra circunferencia que una Á y 


8. El quinto y último grupo de axiomas de la geometría está rela- 
cionado con el concepto de paralelismo y consta de un solo axioma: 
Por un punto no perteneciente a una recta dada se puede trazar a es- 
ta recta una, y solamente una, recta paralela. 
Las proposiciones que se apoyan en este axioma son de todos co- 
nocidas y no vamos a detenernos en ellas. 1 
El sistema de axiomas que hemos examinado da una idea suficien- 
te del conjunto de las proposiciones sin demostración que pueden 
servir de base a la geometría. Conviene, sin embargo, advertir que al 
tender a simplificar en lo posible la exposición, no hemos tratado de 
hacer mínimo por su cantidad este sistema. El número de estos axio- 
mas podría disminuirse aún más. Por ejemplo, los dos axiomas de 
Arquímedes y de Cantor se podrían sustituir por uno, llamado axioma 
de Dedekind. Podrían hacerse menos rigurosas las exigencias conteni- 
das en los axiomas. Por ejemplo, en el axioma de Pasch podría no exi- 
girse que la recta que corta uno de los lados del triángulo cortara un 
lado más, y solamente uno. Resulta que puede conservarse ünicamente 
la exigencia de que la recta que corta uno de los lados del triángulo 
corte uno más, y lo de que este lado será solamente uno, puede demos- 
trarse. Exactamente lo mismo, en el enunciado del axioma de Cantor 
puede no exigirse que el punto determinado por el sistema de segmen- 
aos "a ünico. La singularidad de este punto también puede 
осе in embargo, todo esto complicaría y alargaría la 
_ Resumamos lo dicho en este librito: 

. 1) Hemos definido la geometría como la 

paciales del mundo material. 


2) Los conocimientos iniciales de las propiedades de las formas es- 


paciales los obtuvimos por inducci i 
; uvim ucción, es decir. i 
ciones y experiencias reiteradas. — Ld o 


3) Las propiedade 
Cosas las enunciamos en forma 


5 B tendrá con la circunferencia dada un punto común, y solamente uno. 
F La demostración de este teorema es completamente análoga a la 
i del teorema de la intersección de la circunferencia con el segmento. 
i 


ciencia de las formas es- 


Botir 


